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RÉSUMÉ 



DIS 

LEÇONS D’ANALYSE 

DONNÉES 

A L’ECOLE POLYTECHNIQUE. 



DE01IÈMB ANXÉB. 



XXX. INTEGRALES DÉFINIES. DIFFÉRENTIATION 

ET INTÉGRATION SOUS LE SIGNE f. 



342. Soit une intégrale définie telle que 




«étant la variable, f («) une fonction quelconque de a, a et b 
deux constantes. Cette formule est regardée , conformément 
à ce que l’on a vu dans l’article XXVIII , comme présentant 
une valeur constante déterminée ; on s’en forme une idée 
très-nette , en concevant qu’elle exprime l’aire de la courbe 
dont a serait l'abscisse , et f (a) l’ordonnée, cette aire étant 

3* ANNEE. I 
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comprise entre Taxe des abscisses, la courbe et les ordonnées 
correspondantes aux abscisses ot = a et a = 6. On pourra tou- 
jours obtenir d'une manière exacte ou approchée la valeur 
de la formule dont il s’agit, à l’exception des cas où l’ordon- 
née f (a) deviendrait infinie pour une ou plusieurs valeurs de a 
comprises entre les limites a et 6, et de ceux où l’on aurait 
a ou b = ± » ; ces cas exigent le plus souvent un examen 
spécial. 

343. Nous remarquerons maintenant qu’une intégrale dé- 
finie peut être considérée sous un point de vue plus étendu , 
en admettant que la fonction désignée par f(a) contienne une 
quantité variable x. L’expression précédente devient alors une 
fonction variable de x-, dont la valeur dépend de la forme de 
la fonction f (a), et des limites a, b. En effet, lorsque l’inté- 
gration définie indiquée par rapport à a est effectuée, cette 
quantité a a disparu , et il ne rèste plus qu’une fonction con- 
tenant la seule variable x. 

La variable x pourrait être aussi contenue dans l’expression 
des limites désignées par a et 6. Ainsi l’expression générale 
d’une intégrale définie représentant une fonction de x est 

X= f* X du.f(x, a). 

J 9* 

344. Proposons-nous de différentier cette nouvelle espèce 
de fonction , c’est-à-dire de connaître l’accroissement dX cor- 
respondant à l’accroissement infiniment petit dx de la varia- 
ble. En supposant d’abord que les limites de l'intégrale définie 
soient les constantes a et b , on aura 

X* «txae J b à É«{7(*,») + d*]t 
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^ 3 — 



et 



ÿ = r ^-^3. 

dx J a dx 

Si nous admettons maintenant que les limites soient <fjr 
et <l>x, nous aurous 



X + d.c - 



* J 



dx 



cestrà-dire 



d'où, en négligeant les quantités intiniment petites du se- 
cond ordre, 

dX= j l/*' dx -R x '* x) - TF <tr+rt *’ W TE? ** ; 

et par conséquent 



dX C^ x j d.f(x % *) ,, . rf.?x 



34b. Le résultat précédent devient très-sensible lorsqu'on 
se représente l'intégrale définie 
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comme exprimant l’aire PMNQ (fig. 54) de la courbe MN 
dont l’ordonnée est f[x,a), cette aire étant prise entre 
les abscisses OP = <p(x) et 00 = ^ (x ) . i° Par la seule 
variation de x dans f[x,a) , la courbe se transporte 



eu mn, et l’aire augmente de l’espace MmnN représenté 

par di . f' X ' dx. 2° Par la seule variation de x 
J <fx dx 

dans la limite inférieure <p (x), l’aire diminue de l’espace PMM'P' 



représenté par f(x, <px) 



d . çx 
dx 



dx. 3® Enfin par la seule va- 



riation de x dans la limite supérieure (x), l’aire augmente 



dm^OC 

de l’espace QNN'Q' représente par f(x, ■yx) . dx. La va- 
riation simultanée de x dans les trois fonctions f [x, a) , <p (x) 
et ^ (x) change d’ailleurs Paire PMNQ en P'm’n’Q’. La varia- 
tion totale de cette aire est donc exprimée par les trois 
termes de la formule précédente , lorsqu’on néglige les es- 
paces Mmm'M' et Jinn'N' qui sont infiniment petits du second 
ordre. 

346. On voit par ce qui précédé, qu’ayant l’égalité 




d<x.f(X, 



les limites a , b étant supposées constantes , on obtient le 
coefficient différentiel du premier ordre de la fonction X en 
remplaçant sous le signe / la foiiction f [x , a) par le coeffi- 
cient différentiel du premier ordre de cette fonction pris par 
rapport à x. 11 est facile d’en conclure que si 1 on multiplie 
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les deux membres de cette môme égalité par dx, et si l’on 
intègre de part et d’autre , on aura 



Ç X.dx=J dx. j' dxf(x,a). 



Ces différentiations et intégrations sous le signe d’intégrale 
définie donnent le moyen de déterminer les valeurs de cer- 
taines intégrales, en partant des valeurs d’autres intégrales 
déjà connues. 



Détermination de quelques intégrales définies. 



347. La détermination des valeurs des intégrales définies , 
et l’étude des relations qui existent entreces valeurs, ont beau- 
coup occupé les géomètres ; mais nous ne pouvons présenter 
sur ce sujet que quelques aperçus. 

Lorsque l’intégration indéfinie de la fonction qui se trouve 
sous le signe f peut être effectuée , la valeur de l’intégrale 
définie proposée s’en déduit immédiatement. 11 suffira de citer 
quelques exemples très-simples d’intégrales obtenues de cette 
manière. 

348. Puisque l’on a 

/ x"* 
x m ~'dx = , 

m 

on en conclut, en supposant l’exposant #i positif 



/: 



* X m ~'dx == 1 
m 



et 



Pour m = 0, on a 



f l J*. = 0O . 

J O 




fl dx 

J « * 



00 . 
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349. Les équations 



/ d.r _ 1 

a'+3?~ a 

/ (Lr 
^a'— x* 

/ 



arc. tang. -, 
a 

. x 
arc. si n. - . 
a 



donnent, pour a positive, 
dx 



£ü 

a ’ 



Fj 



+x» - 2a ’ 



ix.e-" = 



/ a tlx _r. 

o 'Ja'—.v 1 2’ 

/ m /»» 

0 J o a 

comme l’on a, en intégrant par parties , 

x*-‘.c-«+(a— 1) /dx.x*-*.«r", 
on trouve, lorsque a est un nombre entier positif, 

/ ao 

dx.x*~ l .c _ *=1.2.3.i («— 1). 

330. Les équations 



/ dx.sin.ax. = ■ 
donnent 



COS .(IX 



S dx.cos.ax = 



stn.ax 



/ * . . 1— cos.ajt /' n , sin.ax 

dx.sm.ax = , I dx.cos.ax — . 

o “J o a 

2 

Ainsi la valeur de la première intégrale est - lorsque a est un 
nombre entier impair, et zéro lorsque a est un nombre entier 
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pair, La seconde intégrale est toujours égale à zéro lorsquç a 
est un nombre entier. 

331. Les équations 

,, . x cos. ax si n. <us 

Jflx.xsin.ttr= + * — j—, 

, . xsin. ax cos. ax 

f dx.x cos. ax = = 1- -■ . . 

a a* ’ 

donnent , pour a entier, 

k cos. art 



dx.x sin. ax — — 



/: 

C r * . 

f dx.x 

• / A 



cos. ax 



cos. an*— i 



Par conséquent, suivant que a est entier impair ou entier 

pair, la première intégrale est + - ou — et la seconde 

a 4 

2 

intégrale est — — ou 0. 
a 

332. Des équations 

/dx.sln.*x= — ‘ x , 

fdx. cos. 1 j -z s -± x : ™ s :* + 

on déduit 



dx. sin.» x = I dx. cos. 1 x = - : 

k 



j' dx. sin.» x = f* 

et eo général, les formules de réduction données n° 294, 

m sin.*~ , jr.cos.j: m — i , , 

J dx. sin. x — — -\ Jftx.sin."*’’ 5 # 

7)1 m * 



m m 

„„„ „ sin. x. cos. "'-‘.r m — 1 

Jdx. cos." x =s — , + 



H /dx.cos."-*x, 

m 
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conduisent aux résultats suivants : f lorsque m est un nombre 
entier pair, 

W 

dx. sin. m x — f dx. cos. m x — — 

J 0 2.5.6. m 2’ 

2* Lorsque m est un nombre entier impair, 




1t -7T 

f dx. sln. “x = f dx. cos. m x = 

J o J 0 3.5.7 m * 

En se représentant les trois intégrales successives 



— n 7V 

/ dx. stn.**->x, f dx.s\a. ,n x, Ç rfx.sin. , ~+ 1 x 1 
0 J 0 J 0 

comme trois aires de courbes , et en observant que la seconde 
des trois ordonnées positives 

sin.^-'x, sin.”"x, sin. , ”‘ +, x 



est comprise entre les deux autres, on arrive facilement aux 
deux inégalités suivantes 

* 2 2 5 5 6 6 2m — 2 2 ni — 2 2m 

2 < 1' 3* 3" 5" 5‘7 2m — 3 ' 2m — 1 ’ 2m — t 

et 

* 2 2 5 5 6 6 2m— 2 2m — 2 2m 2m 

2 > i*3' 3' 5' 5' 7 2m — 3 ' 2m— 1 ' 2m— I - 2m-t-T 

Le rapport de ces deux produits tend vers la limite 1 quand 
m augmente ; d’où l’on conclut , en prenant m infini , 

ji_ 2 2 5 5 6 6 8 8 
2 i"3'3’5'5'7'7*9 
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Celle expression très-remarquable du nombre it a été donnée 
par Wallis. 

353. Les équations 



/dx.e - **. sin. bx = r". 
!<L r.e~". cos. 6x — 



— a sin. hx — 6 cos. bx 
a* + 6* 



6 sin. bx — a cos. bx 
a' 4^ b* * 



qui se déduisent du n° 292, donnent 




dx.e~‘". sin. bx 



b C°° a 

= T , ~ r. » / <Lr.e”“.cos.6x = -r tï; 

a’ + ft* 



et l’on peut remarquer qu’à mesure que la quantité désignée 
par x approche de devenir égale à zéro, ces expressions ap- 

1 

prochent de plus en plus des limites - et zéro. Néanmoins les 
valeurs des intégrales 



r oo roo 

dx.sin.bx, et I dx.co*.ax, 

. 0 J O 

prises en elles-méines, sont évidemment indéterminées. 

351. Userait superflu de multiplier ces exemples, puisque 
dans des cas semblables la recherche dont il s’agit n’offre pas 
de dillirultés. Mais les géomètres ont déterminé, dans les cas 
même où la fraction sous le signe / ne peut être intégrée, les 
valeurs d’un grand nombre d’intégrales définies. Les méthodes 
employées pour cette détermination consistent principale- 
ment : t° à déduire les valeurs des intégrales cherchées d’au- 
tres intégrales déjà connues, au moyen de la différentiation 
ou de l’intégration sous le signe /; 2° à trouver entre la fonc- 
tion que représente l’intégrale proposée et ses différentielles 
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— io- 
des relations qui en font connaître la nature; 3* à passer des 
expressions réelles aux expressions imaginaires. La considé- 
ration des intégrales doubles a également fait connaîtra plu- 
sieurs résultats importants. Nous présenterons quelques exem- 
ples propres à donner une idée des méthodes dont il s’agit, 

355. Si dans l’équation donnée n° 3i8 , 

dx. .T** -1 — -, 




où l’on suppose m plus grand que zéro, on multiplie les deux 
membres par dm , et que l’on intègre à partir de m = n , 
conformément à ce qu’on a vu n° 316, on trouvera 






356. Reprenous les équations du n° 353 , 




iLr.e- 0 * sin. bx 



b 

a* + b- 



*•/: 



dx.e-*’ cos. bx — 



a 

a* + 6** 



Multipliant par da, et intégrant par rapport à a depuis a — e, 
il viendra 




p-e* (y-** a e 

dx. — — sin.6x=arc.tang. arp.tang. b = arc.tang. 



b'.a—c ) 
t* +ac' 




J p-«— p-v 1 . a* + b' 

(Lx.~y—^ÇbS.bx„^ 1 ,i +b \' 



357. Si l’on fait c a= 0 et a « oo , ces dernières équations 
donnent 




sio. fer _ * 
x ~ 2 



et 




dx c<x-b* 

X 



00 . 
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_ , /•* , *< n - «c , . 

Dans 1 intégrale / dx on suppose u positif, sans 

J o X 

t: tt 

quoi il faudrait — - au lieu de -. Sa valeur est et doit être 

z 

indépendante du nombre ft. En effet, supposant x = -, cette 

intégrale se change en / dz Sl -- ' - , où b a disparu. 

.* » * 

358. Soit l’intégrala 

pso 

I dx. 

*/ O 

En la multipliant par une autre intégrale pareille dans la- 
quelle nous écrirons y au lieu de x , nous aurons 

/ OO p 00 p CO p 00 

dy.e~'/\ I dx. e~*' = I dx j dy . e~^' +r 'L 

o J o J o J 0 

Posons maintenant y = xt, t étant une nouvelle variable. 
Quelle que soit x entre les limites 0 et <x>, aux valeurs 0 
et oo de y correspondront également les valeurs 0 et «o 
de t; et l’on aura d'ailleurs dy~xdt. L’expression précé- 
dente se changera donc en 

/ oo /»oo /'oo /»ao 

dx j dt.x.e~ ' +l '^’ = f dt I dx.x.e~' l +‘‘)*'. 

Effectuant d'abord l'intégration par rapport à x, elle de- 
viendra 

1 /*” dt 

2 J o 1 + t* 5 

/ dt 

= arc. tang. t , et par conséquent 
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r. 



dt » ^ r 

ï^jpT» = 5» nou ' aurons définitivement - - pour la 

valeur du quarré de l’intégrale J' dx.t~ m '. Donc 






expression très-remarquable , et fréquemment employée 
dans plusieurs applications de l’analyse. 

359. Considérons maintenant l’intégrale. 




(lx. cos. rx. 



Différentiant par rapport à r, on trouve 




c/x.isin.ri.c-"'*'. 



Mais nous avons en intégrant par parties , 

fdx.x sin. rx.e~°'*' = — -^sin. rx.e— + —fdx.cos.rx.e—'*'; 

d’où l’on déduit , puisque le terme hors du signe est nul aux 
deux limites 0 et oo , 



du _ r 

d? 2a* 



Cette équation fait connaître la nature de la fonction U , qui 
est nécessairement 



— 13 — 



A désignant une constante. Ainsi nous avons 




dx . cos. rx. e~* v = A . e 



Pour déterminer la constante A , on supposera r = 0 , ce 
qui donnera 



/ 



dx . e~ a '*' = A. 



/ °° , i r- 

dt.e~‘ = ~V" i obtenue n° 358, 
0 *■ 

/ CO 1 

dx . e - ®’* = x~fi = A. 
, 2a 

L'expression de l’intégrale proposée est doue définiti- 
vement 



/: 



dx . cos. rx . e~ a ’*' — 



fi 

la *" 



360. Soit encore l’intégrale 




dx 



cos. ax 

ï+i r ’ 



et prenons d’abord pour limite supérieure — , 



un nombre entier. En écrivant donc 



k désignant 



!* TC 




dx 



COS. 03* 

r+x** 
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et différentiant deux fois de suite par rapport à a , confor- 
mément à la règle donnée n° 31 V , il viendra 



dU r “ , a sin. ax 2/>- 

da J 0 X 1 j- 1 a 1 + 6fc*n* ' 

/ * , _ .r’ eos. n.r , ItkrM 

, "' C lTi r + (a* + M**)* ’ 



rfHJ 

da* 



d où l’on conclut 



-s-/? 



«fa cos. aa — + - y.ttp . 



ou simplement ( puisque l'intégrale du second membre a une 
valeur nulle). 



11 ™ = 



llkna 



du 2 (a* 4* UkW)** 

Admettons maintenant que k soit un nombre infiniment 
grand j le second membre de cette équation deviendra infini- 
ment petit. Par conséquent si U représente l’intégrale pro- 
posée, nous aurons 

«-g. 

du* 

Cette équation détermine la nature de la fonction U , dont 
l’expression la plus générale est 

A r~° -f lie*, 

A et B désignant deux constantes arbitraires. Mais il est 
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visible que l’on doit faire B = 0, puisque la valeur de l'inté- 
grale proposée ne peut croître indéfiniment avec le nombre a. 
On a donc simplement 




< 7.1 



côs. ax 

ïTï* 



= A. e~*. 



Pour déterminer la constante A , on supposera a = 0 , 
/*«° dx t 

et comme I j-— — - =^- = A, il vient definitivement 

J o * "T* x 




dx 



COS. ax 
\ + X* 




361. Si l'on remplace dans cette équation x par 
par ma, elle se change en 



x 




et a 




dx 



cos. ax 
111*+ x 1 






et en différentiant par rapport à a , on a le résultat non moins 
remarquable 




. x sm. ox s 

dx —s— y- = 6 C-»“. 

m s +<F* 2 



362. Pour donner un exemple de l’usage des imaginaires 
nous prendrons l’intégrale 

*30 

dx . cos. 2 rx.e~*\ 

30 

En remplaçant cos. 2 rx par sa valeur en exponentielles ima- 
ginaires , elle deviendra 
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| ^ dx.e-*'+'’‘Y-' + ? j* ^ dx.e-^'V-' , 

ou en multipliant et divisant par < _r ’, afin de rendre les 
exposants de e, sous les signes d’intégration, des quarrés 
parfaits , 





dx . 



+ l r 



") 



* ûC 

00 



dx. ?-••«+’ 



Mais on a , comme on l’a vu n° 358 , 



/ 



» i 

dx.e-‘' = s y'* > 
o ^ 



et par conséquent 




dx.e~ r '= \jr. ; 



d’où l’on conclut 



dx. e-(*+w’ = ys, 

quelle que soit la constante réelle b. Étendons maintenant ce 

résultat aux valeurs imaginaires de 6 , en faisant & = ±r \/ — 1 ; 
l’expression précédente de l'intégrale proposée deviendra 





dx. cos. 2 rx . c~ ,y = \Jk . e~ T ', 



et l’on aura par conséquent 




dx. cos. ‘2rx.e~*‘ =5 yXc 



Ce résultat s’accorde avec celui qui a été obtenu n° 359. 
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XXXI. Conditions d’intégrabilité pour les fonctions différen- 
tielles DU PREMIER ORDRE A PLUSIEURS VARIABLES INDEPEN- 
DANTES. INTÉGRATION DE CES FONCTIONS LORSQU’ELLES SATIS- 

FONT AUX CONDITIONS d’iNTEGRABILITÉ. 



363 Considérons une fonction différentielle d’une seule 
variable telle que Xdx , X désignant une fonction contenant 
la variable x et des quantités constantes. La fonction Xdx 
pourra toujours être regardée comme la différentielle exacte 
d’une certaine fonction de x. En effet . ou Xdx sera la 
différentielle d’une fonction connue de x, et dans ce cas 
l’intégration s’effectuerait immédiatement , ou du moins l’on 
pourra effectuer cette intégration en développant la fonction 
X en série ordonnée en suivant les puissances entières de 1 r 
variable x ou x — a, et prenant l’intégrale de chaque terme. 

36t. Soit maintenant une fonction différentielle du pre- 
mier ordre de deux variables x , y , telle que Pdx -(- Qdy , 
où P , Q désignent des fonctions quelconques de x et y. Une 
telle fonction ne peut pas être regardée en général comme 
étant la différentielle exacte d’une fonction de x, y : cela 
n’a lieu qu’autant qu’il existe une certaine relation entre 
les quantités P et Q. En effet , soit U une fonction quel- 
conque de x, y: la différentielle complète de U, c’est-à-dire 
l’accroissement de U correspondant aux accroissements si- 
multanés dx et dy de x et y, sera, comme on l’a vu dans 
l’article IV, 



dU , , dU. 

dV = dx dx + <!,/«' 



où — , — , représentent respectivement les coefficients dif- 
férentiels de la fonction U pris en regardant x seule comme 

2* ANNEE. î 
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variable , et y seule comme variable. U faut donc , pour que 
la fonction proposée P dix + Qdy résulte de la différentiation 
d’une fonction quelconque U , que l’on puisse écrire 



P = 



du 

dx ’ 



Q = 



dU 

dy 



Mais on a, comme on l’a vu n° 69, 
devrait avoir également 



d’U d*U 
dxdy dydx ’ 



donc on 



dP _ dQ 
dy ~ dx' 



équation qui exprime la relation qui doit subsister entre les 
fonctions P, Q, pour que Pdx + Qdy soit la différentielle 
d’une fonction quelconque de x, y. 

363. Si la fonction proposée est Pdx -f- Qdy + Rdz , où 
P, Q, Il désignent des fonctions quelconques de x, y, z, on 
remarquera que U étant une fonction quelconque de x, y. z, 
on a 



du , , dU . du . 

= ü dx + dy dy + <U dt - 



Mais 



d*U d’U d’U _ d’U d’U _ d’U 

dxdy ~ dydx’ dxdz ~ dzdLx' dydz ~ dzdy' 



Donc la fonction proposée ne pourra être la différentielle 
d’une certaine fonction de x, y, z, à moins que les fonctions 
P, Q, R ne satisfassent aux conditions 

dP _ dQ dP _ dR dQ _ dR 

dÿ ~ ' dx' dz dx’ dz dy ' 

Et ainsi de suite s’il y avait un plus grand nombre de va- 
riables. 
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366. Lorsque les fonctions différentielles proposées satis- 
font aux conditions d'intégrabilité , on peut en obtenir l’inté- 
grale de la manière suivante. Soit 

dU = P dx + Qdy ; 

l’intégrale U doit nécessairement être de la forme 
U = /Pdx + Y, 

en désignant par Y une fonction de la variable y seule. Or, 
cette dernière équation donnerait : 



367. On vérifie que ce procédé d’intégration suppose 



que la quantité Q — / dx — soit une fonction de y seule , il 

faut que la différentielle de cétte fonction prise par rapport 
à x soit nulle , c’est-à-dire que l’on ait 



dU rdV . t dr 
dy J dy + dy’ 



quantité qui doit être égale à Q. Ainsi 




et 



X = const. 



+ Sdy (Q-Sdx^). 



L’intégrale cherchée est donc 



U — const. 



f. + Jdx.P+ Jdy(()— Jdx~j. 



l’existence de la condition indiquée n° 36t. En effet , pour 




k-v- 
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368. Soit pour exemple la fonction différentielle 

ydx — xdy 
x* + y’ 

Comme nous avons 



d 


( y \ 


x* 4- y’ — y.2y x'—y 1 


dy 


U* 4- y V 


(** 4- y*)' (x 1 + y V ’ 


d 


( ~ x \ 


x* 4- y’ — x.2x x 1 — y* 


dx 


\x ! + yv 


(x* 4- y’)’ — (x ! 4 - y’;’ 



la fonction proposée satisfait aux conditions d’intégrabi- 
lité. En suivant la méthode précédente, nous écrirons 
donc 



U = / -ÿ-, — i 4- Y = arc. tang. - 4- Y, 



dV _ x d\ 

dy ~ y' + x* dy 



Mais en comparant avec la fonction proposée , on voit que 
cfY 

— doit être nulle. L’intégrale cherchée est donc simple- 

dy 

ment 

U = consl. 4- arc. tang. î. 



369. Soit encore proposée la différentielle 

ai) = x ' + xy + y' (dx _ dy\ 

** 4 -y* \x y/’ 

Elle satisfait aux conditions d’intégrabilité , car l'on trouve 

</P dQ _ x '- — y ‘ 

, dy~ dx~ (x’ 4- y 1 )’* 
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Nous écrirons donc 



V-fdx 



x' + xy + y« 
(x* + y')x 



+ Y. 



qui se met facilement sous la forme 




et donne 

U = arc. tang. ~ + te + Y. 

On en déduit 

du _ _ _x dy 

dy x* + y* dy' 

et en comparant avec la différentielle proposée, 

x'+xy + y' x dy 

(x‘4 -y')y ~ x' + y i + dy ; 

d’où 

rfY l 

gÿ= — -, et par conséquent Y = contt.— ly. 
L’intégrale cherchée est donc 

U — arc tang. - + t - + const. 

y y 

370. L«s mêmes considérations s’appliquent aux différen- 
tielles contenant trois ou un plus grand nombre de variables. 
Soit 

dU = Pdx + 0 dy + Rdc , 

une différentielle proposée satisfaisant aux conditions d’inté - 
grabilité indiquées n° 3G3. L’intégrale U doit nécessairemen t 
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être de la forme 

U = fVdx + Y, 

Y désignant ici une fonction des variables y et x seules. 
Cette équation donne comme ci-dessus , 

du /VP . , dY 

* dy~ J dy r + dy' 
quantité qui doit être égale à Q. Donc 

S = Q_ /Ï*' « ' = 



Z désignant une fonction de la variable z seule. Ainsi 
l’on a 



Ü = /P dx + {dy (Q-Jdx^j 



+ Z, 



et par conséquent 



du 

dz 



/«teg + idy ^\dz~ idx 



d ! P\ 

dydz) 



+ 



dZ 

dz 



Cette dernière quantité devant être égale à R , la fonction Z 
est déterminée par l’équation 



dZ „ dP /dQ • d*P \ 

Tz = *- Sdx dz- id y[dz- id *dydz)' 

ce qui donne 

Z = const. + fdz [il /dr ^ fdy (g - fdx ^-) ]. 
Ainsi l’intégrale cherchée est 



U = const. + /dx . P + 
+ fdz[tl-Jdx d £- 



Jdy (O -fdXjç) 
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37 t. On vérifie encore ici que ce procédé d’intégration 
suppose l’existence des conditions d’intégrabilité indiquées 
n° 363. En effet, pour que le second membre de l’équation 




, dP , 

/ . dx 

rfy 



soit, comme le premier, indépendant dex, il faut que la dif- 
férentielle prise par rapport à x soit nulle, c’est-à-dire que 

rfP_dQ 
dy~ dx’ 



Ensuite, pour que la quantité 

soit une fonction de s seule , il faut que les différentielles de 
cette fonction prises par rapport à x et par rapport à y soient 
nulles , ce qui donne 



dx dz 1 J \dzdx dydz) ' 
rfR , . rf’P dQ , , . d*P _ n 

dy ^ ' dzdy dz dydz . * 

Dans ces deux dernières équations, les termes où entre le 
signe / se détruisent en vertu de la relation obtenue d’abord 
entre P et Q On a donc finalement , comme au n* cité , 



dp 

<iy 



dO 

’ dx ' 



rfP 

dz 



rfR 

dx’ 



dQ. 
dz ' 



rfR 

dy' 



372. Soit pour exemple la différentielle 
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Elle satisfait aux conditions d’intégrabilité : car on trouve 

dP _ dQ hx y _ dP _ dR _ hyz dQ _ dR _ 

dy~~ dx~ (x , +y , ) t ' dz~dx~(x , +z , ) , ' dz~dy~ 

Nous écrirons donc 



U = — / dx 



1x(y' — 2 ’) 

&Ty'J(^z i j 



qui revient à 




c’est-à-dire 



U = t(x' + y *) — <(x* + 2 *) + T. 



Cette expression donne 

dU _ 2 y dY 

dy ~ x ! +y* + dÿ ’ 

et en comparant avec la fonction proposée, on voit que 
~ doit être nulle. Donc Y ne peut contenir que la variable z. 

dy 

On aurait alors 

dû _ 2 2 dY 

d 2 — x*+z* d 2 * 



et en comparant encore avec la fonction proposée , on voit 
que ^ doit être nulle. L’intégrale cherchée est donc sim- 
plement 

Ü = i + C<MUr ’ 

373. Soit encore pour exemple la différentielle 
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_ x'—if—z' dx x'+(y — 2 ) 1 dy , x’+y’— 2’ dz _ ydz dz 

x , +y , +z* x x'+y'+z* z ^x’+ÿ’+s* z z ’ 3 ?' 

Elle satisfait aux conditions d’intégrabilité , car on trouve 

rfl* rfQ _ tucy rfp _ rfR ùxz 

dy ~ dx ~ !s‘- + y 1 + z-)*' dz ~ dx~ (x’+ÿ’+^’j 1 * 

rfQ _ rfR _ hyz 1 

dz ~~ dy ~ [x , +y , +z') t 2*’ 

Nous poserons donc, conformément à la méthode précé- 
dente , 



U= - / dx + Y » 

(l'+ÿ’+î 1 )* 



qui revient à 



u = /dx(! 



2x 



x x , -|-y , + 2 ; 



■) 



+r. 



et donne par conséquent 

U = te — t(x’+ÿ i +2 , )+Y. 

On en déduit 

rfu 2y itY 

dy — x'+y'+z 1 + dy' 

et la comparaison avec la différentielle proposée donne 

x'+jy—z )' 2y rfY 

(x*+y*+ 2*)2 x'+y'+z* + dy' 

d’où 

^ = * , et par conséquent Y = | + Z. 

Nous avons donc actuellement 
• U = te— /fx'-f y , + 2’) + | + Z. 



Digltized by Google 




— 26 — 



. Donc 

dU 2; y dT. ' 

dz ~ x’+y'+z* z 5 dz’ 

et en comparant avec la différentielle proposée , 

x'+y'—z* y 1 2 z y dz 

( x*+y t +z t )z z* ' z % x'+y'+z* z’ ^ dz' 

d’où 

dZ 1 1 . . _ . i, 

, et par conséquent Z — lz— — + corut. 



L’intégrale cherchée est donc 



U = / 



xz y 1 

. . — - + ?- _— + const. 

x'+y'+z' z 2 z* 



374. Il est superflu de remarquer que l’on parvient au 
même résultat quelle que soit la variable par laquelle on 
commence l’intégration. Si dans l’exemple précédent, on 
veut commencer par la variable z, on écrira 



U = / dz 



/ x*-f ÿ* — z 1 y , i\ 

+ y’+z , )z z’ ' z’/ 



+ X, 



X désignant une fonction de a; et y seules. Cette équation 
revient à 



U = / dz 



( lz_ 

\ x'+y'+z* 




+ X, 



ou 



U = - l(x'+y'+z')+lz + y z - + X. 

On en déduit 
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dü 2x dX _ 

dx — x’+y’+c’ dx' 

en comparant avec la fonction proposée l'on a 

x ! — y’ — x* _ 2 x dx 

(x’+y’+x’îx — x’-t-y’+x* dx’ 

c’est-à-dire 

dx 1 „ 

j-=-, et X = <x + T , 

dx x 

Y désignant une fonction de y seide. Nous avons donc 
maintenant 



U = - f (x'+y'+x*) + te + | - — + te + Y , 



d’où 



M _ 2y + i dï 

dy x'+y'+z 1 z + dy' 



et en comparant avec la fonction proposée , on voit que 
doit être nulle , ou que la fonction Y se réduit à une 

dy 

constante. La valeur complète de U est donc comme ci- 
dessus 



U = l 



x 5 +y*+ 



-, + i- 2 --, + const - 



375. Lorsque dans l’équation 

A 

dü = Pdx + Qdy , , 

le second membre est une différentielle exacte , U est une 
fonction des deux variables indépendantes x , y. Dans la 
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géométrie on regardera cette fonction comme l’ordonnée 
d'une surfin- . mesurée perpendiculairement au plan dans 
lequel seront comptées les deux abscisses x et y. Mais il n’en 
est plus de même si la fonction différentielle P dx 4- Q dy 
ne satisfait pas aux conditions d’intégrabilité. L’équation 
dont il s’agit n'a plus alors aucun sens, puisqu’on ne peut 
plus la concevoir dérivée d’une relation analytique existante 
entre les trois quantités U , x, y. On ne peut lui en donner un 
qu’en établissant une certaine relation entre les variables 
x et y, qui ne seront plus alors toutes deux indépendantes. 
Posant donc y = <p (x), <? désignant une fonction entièrement 
arbitraire , l’équation proposée deviendra de la forme 

du = Mdx , 

M étant une fonction de x seule , qui contiendra la fonction 
arbitraire <?(x) et son coefficient différentiel du premier ordre. 
L’équation dU = Mdx peut toujours être intégrée. La fonc- 
tion U qui sera donnée par l’intégration , représentera l’or- 
donnée d’une courbe dont la projection sur le plan des x, y a 
pour équation y = o{x); et il est évident qu’à raison de 
l’indétermination de la fonction 7, il existe une infinité de 
courbes différentes auxquelles l’ordonnée U peut appar- 
tenir. 

Ces notions s’étendront facilement aux cas où la fonction 
différentielle proposée contient un plus grand nombre de 
variables. 
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XXXII. Éy CATIONS DIFFÉRENTIELLES DC PREMIER ORDRE 
A DBl'X VARIABLES. 



376. On comprend en général sous cette dénomination 
toute équation de la forme. 




dans laquelle t est regardée comme la variable indépen- 
dante; y comme une fonction variable dont la valeur dépend 

de celle de x; et ~ est le coefficient différentiel du premier 
d.r 

ordre de y, pris par rapport à x, c’est-à-dire le rapport des 
accroissements simultanés des variables x et y. Il s’agit de se 
former une idée de la relation qu’une telle équation établit 
entre ces deux variables. 



Pour y parvenir, on remarque que l’équation propo- 

du 

sée peut toujours être censée résolue par rapport à 



en sorte que l’on en ait tiré 



dy 

dx 






la fonction tp désignant une fonction qui peut en général 
présenter une ou plusieurs valeurs distinctes. Admettons en 
premier lieu qu’elle ne présente qu’une seule valeur, et , 
pour fixer les idées . considérons x comme une abscisse et y 
comme l’ordonnée correspondante , en sorte que l’équation 
proposée doive représenter la figure d’une courbe plane Si 
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ion attribue arbitrairement à a- et y deux valeurs quel- 
conques a et b, l’équation précédente donnera pour ~ une 

valeur déterminée , au moyen de laquelle on pourrait con- 
naître quelle serait la variation fort petite de y à partir de 
la valeur b, si x venait à augmenter ou à diminuer d’une 
quantité très-petite à partir de la valeur a. En effet, Ax re- 
présentant un très-petit accroissement de x, on a sensible- 
ment Ay = Ax. Attribuant ensuite à x et y dans l’équa- 
dx 



tion précédente les valeurs a + Ax et b 



dy 

dx 



Ax, cette équa- 



tion donnera une nouvelle valeur de ~ qui pourra être em- 



ployéede la même manière. Il est évident qu’en opérant ainsi , 
on peut obtenir une courbe qui s’approchera indéfiniment de 
la courbe proposée à mesure que l’on attribuera des valeurs 
de plus en plus petites aux accroissements Ax. L’équation 
proposée doit donc être regardée comme déterminant la fi- 
gure d’une certaine courbe dont on peut prendre arbitraire- 
ment un point quelconque. 

Suivant la position arbitraire que l’on attribuera au pre- 
mier point des courbes qui seraient construites par le moyen 
de l’équation précédente, non-seulement la position, mais 
en général la figure de ces courbes seront différentes. Néan- 
moins elles auront toutes un caractère commun , dont la na- 
ture est exprimée, par l'équation différentielle proposée. 
Ainsi , à proprement parler, cette équation différentielle ex- 
prime une propriété commune à une infinité de dourbes que 
l'on peut concevoir tracées sur un plan. Cette propriété dé- 
termine l'inclinaison de la tangente dans un point quel- 
conque, en fonction des coordonnées de ce point : elle 



Digitized by Google 




— 31 — 



donne le moyen de construire la courbe entière , lorsqu'un 
point quelconque de cette courbe est déterminé. 

On peut remarquer d’ailleurs , que le choix de l’une quel- 
conque des courbes en nombre infini auxquelles appartient 
l’équation différentielle proposée dépend d’une seule quan- 
tité arbitraire. Il suflira de fixer, par exemple , la valeur de y 
correspondante à celle de x — 0. En effet, l’on doit toujours 
retrouver la môme courbe , quel que soit celui des points de 
cette courbe que l’on se soit donné. 

377. Admettons en second lieu que l’équation 



iiy 

dx 



= ?(*. y) 



donne plusieurs valeurs différentes pour le coefficient diffé- 
rentiel On peut considérer chacune de ces valeurs à part , 

et' lui appliquer ce qui a été dit dans le n“ précédent. On 
verra dans ce cas que l’équation différentielle proposée ap- 
partient à plusieurs systèmes de courbes tracées sur un plan , 
qui se croisent en différents sens. Cette équation exprime 
des propriétés communes à toutes les courbes en nombre 
infini , qui appartiennent respectivement à chacun de ces 
systèmes , propriétés au moyen desquelles la tangente est 
déterminée dans un point quelconque des courbes en fonc- 
tion des coordonnées de ce point ; en sorte que ces courbes 
pourraient être construites au moyen de l'équation proposée , 
si un de leurs points était donné. 

378. Il est facile de concevoir d’après cela ce que doit être 
l'équation primitive ou l'intégrale de l’équation différen- 
tielle proposée. Cette équation primitive , si l’on veut qu’elle 
ait la même généralité que l’équation différentielle, doit 
convenir à l’une quelconque des courbes qui pourraient être 
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construites au moyen de cette équation. Ainsi, 1* il faut 
qu’elle contienne une constante arbitraire, c’est-à-dire dif- 
férente des constantes qui peuvent se trouver dans l’é- 
quation différentielle proposée , et qui entreraient dans 
l’expression analytique de la propriété représentée par 
cette équation. L’indétermination de la constante dont il 
s’agit donnera au résultat toute la généralité nécessaire pour 
qu’il représente le système entier des courbes auxquelles 
convient l’équation proposée. 2° il faut que cette équation pri- 
mitive satisfasse à l’équation différentielle proposée, c’est-à- 

dire que les valeurs de y et — qui seraient tirées de l’équa- 
tion primitive et de sa différentielle étant substituées dans 
l’équation proposée, la rendent identique, ou du moins 
qu’en éliminant la constante arbitraire entre l’équation pri- 
mitive et sa ditférentielle, on retrouve l’équation proposée. 

379. Toute équation en termes finis qui satisfait à une 
équation différentielle proposée, et qui contient une constante 
arbitraire, est Y intégrale générale de cette équation différen- 
tielle. Cette intégrale générale donne les intégrales particu- 
lières quand on y attribue diverses valeurs à la constante 
arbitraire. 

Il existe dans beaucoup de cas des équations primitives 
qui satisfont à une équation différentielle proposée, mais qui 
ne contiennent pas de constante arbitraire. Quelquefois ces 
équations sont des intégrales particulières dans lesquelles 
la constante arbitraire a disparu, à raison d’une certaine va- 
leur que l’on aurait attribuée à cette constante , comme cela 
aurait lieu , par exemple , si on l’avait supposée égale à zéro 
ou infinie. D’autres fois les équations primitives dont il s’agit 
ont un caractère spécial , et doivent être considérées à part : 
elles constituent alors ce qu’on a nommé solutions particu- 
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Itères. Nous nous occupons seulement dans cet article de la 
recherche de l’intégrale générale. 

380. Soit pour exemple l’équation différentielle 

T ^ — y 4- b — 0. 
dx 

On en déduit 

dy _ y — b 
ti.i ~ ~x~ * 



et il est visible que cette équation appartient à une ligne 
droite quelconque passant par le point dont les coordonnées 
sont x = 0, y = b. L’intégrale générale est 



y — ax — h = 0. 



En effet , cette équation primitive satisfait à l’équation diffé- 

dy 

renticlle, parce que les valeurs y — ax-\-b. -j-z= a, que 

l’on en déduit, rendent identique cette équation différen- 
tielle; de plus elle contient la constante arbitraire o qui 
n’entre pas dans l’équation proposée. En faisant varier cette 
constante, les intégrales particulières qu’on obtiendra repré- 
senteront toutes les lignes droites diversement inclinées qui 
se coupent sur l’axe des y, à une distance b de l'origine. 
381. Soit encore l’équation différentielle 



dy ’ 



( It 



— a — 2x = 0, 



ou 



dy — (Vi+tLr dx^z 0 , 



dont l’équation primitive est 

y — ax — l’-f-A = 0 , 

b étant la constante arbitraire. Cette «'■quation primitive re- 
3* AWüCï. 3 
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présente une parabole dont le paramètre est égal à t , et dont 

l’axe est parallèle à l’axe des y et placé à une distance — * 

de cet axe. La courbe coupe l’axe des y à la distance — b 
de l’origine. Pour avoir toutes les courbes auxquelles appar- 
tient l'équation différentielle proposée, il suffira donc de faire 
varier la constante b dans l’équation primitive, depuis — <x. 
jusqu’à -j- co j ou de transporter la parabole parallèlement 

aux y, sans changer la position de son axe. 

dy 

L’équation différentielle ^ — a — 2x = 0 conduit à l’é- 
quation primitive y — ax — a:* -(-6=0, dans laquelle 6 est 
la constante arbitraire. On peut proposer de chercher une 
autre équation différentielle, qui conduirait à la même équa- 
tion primitive dans laquelle a serait la constante arbitraire. 
Cette équation différentielle se trouvera immédiatement , eu 
préparant l’équation primitive de manière que la différen- 
tiation fasse disparaitre la constante a, c’est-à-dire en la 
résolvant par rapport à cette constante , ce qui donne 

v=*±*_ fl = 0 . 

X 

DilFérentiant , et supprimant le facteur commun il 

X 

vient 

y-*%+x'+b=b. 

On peut aussi trouver la même équation différentielle sans 
résoudre l’équation primitive pkr rapport à a, en éliminant 
cette constante entre l’équation primitive et l’équation 
dy 

~ —a — 2x = 0, qui s'en déduit par la différentiation. 
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L’équation différentielle que nous venons d’obtenir en der- 
nier lieu , et dans laquelle la constante a a disparu , appar- 
tient, aussi bien que l’équation primitive dans laquelle a est 
regardée comme la constante arbitraire , à toutes les para- 1 
boles de paramètre =1 , dont l’axe est parallèle à l’axe des y, 
et qui coupent cet axe à la distance — 6 de l’origine des coor- 
données. 

Au reste si l’équation y — x^-\-x* -\-b = 0 était pro- 
posée , on ne pourrait pas en déduire immédiatement l’équa- 
tion primitive dont elle dérive ; car le premier membre n’est 
pas une différentielle exacte d’une fonction des variables x et 

y. Mais il le devient en restituant le facteur -Î-. 

x' 

382. Si l’équation différentielle proposée était 




on en déduirait 



dy 

dx 



= ± a. 



Par conséquent , cette équation appartient aux deux sys- 
tèmes de lignes droites qui forment avec l’axe des x des an- 
gles dont les tangentes trigonométriques sont respectivement 
a et — a. Elle a pour intégrale générale 



y* — a’** — 26y + b* = 0 , 



résultat de la multiplication des deux équations y-\-ax — 6=0, 
et y — ax — 6=0, qui appartiennent respectivement, à cause 
de la constante arbitraire 6, à l’une quelconque des lignes 
droites de l’un ou de l'autre système. En effet, en différen- 
tiant l’équation précédente , on a 
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dy , . du 

y , — a'x — b = 0 ; 
dx as 



et en éliminant b entre ces deux équations, on retrouvera 
l'équation proposée. 

383. En général, étant donnée une équation primitive 
contenant les deux variables x , y et plusieurs constantes 
a. b, c, etc., que nous désignons par 

Ff x,y, a, b, r, etc.) = 0. 



l’équation qui s’en déduit immédiatement par la différentia- 
tion , 



rfF rfF dy _ 
dx dy dx ’ 



ou 



rfF . , rfF . 

dx dx+ dy (t y = °' 



subsistera en même temps que cette équation primitive. On 
peut donc combiner d’une manière quelconque les deux 
équations dont il s’agit. Il est possible que la différentiation 
ait fait disparaître une des constantes a, b, c, etc.; et c’est ce 
qui aura lieu si cette constante se trouve seulement dans un 
terme qui ne contienne ni x, ni y. On peut éliminer une 
constante quelconque qui se trouverait à la fois dans les deux 
équations. On peut aussi éliminer une certaine fonction de 
x, y, qui se trouverait dans quelques termes. Il est possible 
enfin, que tous les termes de l’équation différentielle se 
trouvent multipliés par un facteur en x, y qui disparaîtra 
quand on égalera la somme de ces termes à zéro. On voit 
ainsi que d’une même équation primitive, on peut en général 
déduire par diverses opérations plusieurs équations différen- 
tielles différentes les unes des autres, et l’on conçoit la diffi- 
culté du problème qui consiste à trouver l’intégrale d’une 
équation différentielle quelconque proposée. 
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Équations différentielles du premier ordre où le coefficient 
différentiel n’entre qu’à la première puissance. 

384. Considérons une équation différentielle proposée du 

dy 

premier ordre dans laquelle le coefficient différentiel — ne se 
trouve qu’au premier degré, et qui sera de la forme 

P + Q -J* = 0 , ou P dx + Qdy — 0 , 

ax 



P et Q désignant des fonctions quelconques de x et y. 

Il est visible d’abord que , si la fonction Pdx -f- Qdy était 
une différentielle exacte d’une certaine fonction de x, y, 
c’est-à-dire, si elle satisfaisait à la condition d’intégrabilité 
indiquée n° 364 , il suffirait de prendre l’intégrale de cette 
fonction, conformément aux règles données dans l’article 
procèdent. Cette intégrale, complétée par une constante ar- 
bitraire, étant égalée à zéro, serait l’intégrale cherchée. Ce 
cas particulier ne peut avoir lieu, qu’autant que l’équation 
différentielle proposée est le résultat immédiat de la différen- 
tiation de l’équation primitive mise sous une forme telle, 
que la constante arbitraire se trouvant dans un terme où x et 
y n’entraient point , cette constante a pu disparaître par le 
seul fait de la différentiation. 

385. L’équation proposée s’intégre toujours, ou du moins 
la recherche de l’intégrale est ramenée aux quadratures, lors- 
que les variables sont séparées, c’est-à-dire, lorsque cette 
équation est mise sous la forme 

Xdx + ïdÿ = 0 , 

X désignant une fonction quelconque de x seule, et Y 
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une fonction quelconque de y seule. L’intégrale générale est 
alors 

J dx.X + / (ly. Y + A = 0 , 



A désignant la constante arbitraire. 

Les variables sont évidemment aisées à séparerquand l’équa- 

dy 

tion étant résolue par rapport a -j - , on trouve 

dx 



2 -*-" 



cela donne en effet 



Xd*-^= 0. 



386. La séparation des variables s’opère quelquefois au 
moyen d’une transformation, ou d’un changement de va- 
riables. L’exemple le plus remarquable est celui de l’équation 

~ +I’j/ + 9 = 0, ou dy \>ydx + Qdx = 0 , 

dans laquelle P, Q désignent des fonctions de x seule, et que 
l’on appelle équation linéaire du premier ordre, ou équation 
du premier degré et du premier ordre , parce qu'elle ne con- 
tient que la première puissance de la fonction y et de son 
dy 

coefficient différentiel - r . Soit fait 
dx 

y=zXt, d’où dy = tdX+Xdt, 

en désignant par X une fonction de a: et par t une nouvelle 
variable. Ces valeurs, substituées dans l’équation proposée, 
donnent 

tdX + Xdt + PXtdx + Qdx = 0. 
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Or la fonction X étant indéterminée, on peut la déterminer 
par la condition que l’équation soit partagée dans les deux 
suivantes : 

tdX + Qdx = 0, et dt + Ptdx = 0. 

Les variables sont séparées dans la seconde, qui donne, 
y= — P dx, U = — / Prfx , t = e-J rdx ; 



et cette valeur de t étant substituée dans la première , il 
vient 

d\ = — dx.Qc jrdx , X = — fdx.Qe ird *+A. 

Mettant ces valeurs de X et t dans y = Xt, on trouve 
donc 

y = <ri rd *(-Sdx.QeS rd *+ a) , 



pour l’intégrale générale de l’équation proposée, A étant la 
constante arbitraire. 

387. On peut intégrer par la même méthode les équations 
de la forme 

y~~'.dy + Pi/ m .dx + Qrtx — 0 , 



P et Q désignant toujours des fonctions quelconques de x. En 
effet , cette dernière équation deviendra semblable à celle du 
n° précédent si l'on pose y m =z. 

388. Soit encore une équation de la forme 



î+'©-‘ 



V du dt 

Faisant ^ = t , d’où y—xt, — cette équation 
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sc change en 
di 



t +x ^ +f{t) = 0, ou 



dt 

'+ 7 ( 7 ) 




dans lesquelles les variables sont séparées. 



Du facteur propre à rendre l’équation intégrable. 



38 9. Pour qu’une équation différentielle 
Vdx + Qdy — 0 , 

se présente sous la forme différentielle exacte d’une fonction 
des deux variables x, y, il est nécessaire en général que cette 
équation soit le résultat immédiat de la différentiation de l’é- 
quation primitive. Mais lors même que cette circonstance a 
lieu , l’équation différentielle ne se présente pas toujours sous 
la forme d’une différentielle exacte , parce que la différentia- 
tion introduit quelquefois des facteurs communs aux diffé- 
rents termes, qui disparaissent quand on égale la différen- 
tielle à zéro. Par exemple, l’équation primitive étant 




la différentielle du premier membre est — — et en éga- 

lant cette quantité à zéro, on aura simplement 
xdy — ydx — U , 

dont le premier membre n’est point une différentielle exacte. 

390. Quelle que soit d’ailleurs l’origine d’une équation dif- 
férentielle . on démontre qu’il existe toujours un facteur va- 
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riable tel que si l’équation est multipliée par ce fadeur, elle 
deviendra une différentielle exacte. En effet, supposons l’é- 
quation proposée mise sous la forme 



V désignant une fonction quelconque de x, y. L’intégrale 
générale de cette équation aura pour premier membre une 
certaine fonction de x, y et d’une certaine constante arbi- 
traire a , qui ne se trouve pas dans l’équation différentielle. 
Admettons qu’ayant résolu cette intégrale générale par rap- 
port à a , on l’ait mise sous la forme 



U = u, 



U désignant une fonction de x, y. Si nous différencions alors 
cette équation , il viendra 



du rflî dy _ 

dx dy dx * 



ou 



dV 

d v * _ a 

dx* dU ’ 
dy 



équation dans laquelle la constante a a disparu . et qui doit 
par conséquent être identique avec l’équation différentielle 
proposée. On doit donc avoir 



du 

dy dy dx 

dx + dx + dU' 

dÿ 



{dy „\dU 
0U ( dx +y )dy 



dU dU dy 
dx dy dx’ 



„ . .... dU dU dy 

Or la quantité -+ Ty ^ 



est la fonction dérivée complète 
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de la fonction U. Donc il en sera de môme de la quantité 

^ -f- V, lorsqu’on l'aura multipliée par 
dx d y 

On est assuré d’après ce qui précède de l’existence d’un 

facteur par lequel l’équation proposée étant multipliée , cette 

équation devient immédiatement intégrable. De plus on voit 

quel doit être ce facteur, et qu’il serait connu si l’équation 

primitive était connue. 

391. Soit, par exemple, l’équation primitive 

> y , — 2a(x+y) = 0. 



En la différentiant on trouve 



ydy — aldx + dy) = 0 ; 

et en éliminant la constante a entre ces deux équations on 
obtiendra l’équation différentielle 

(2x + y)dy — ydx = 0. 

Cette équation ne satisfait pas aux conditions d’intégrabilité. 
Mettant l’équation primitive sous la forme 

y' _ 

2(x + y)- U ' 



on a pour la dérivée du premier membre prise par rapport à 
y , ^ Mettant également l’équation différentielle sous 

la forme 

d V _ o 

dx ix+y ’ 

si on la multiplie , conformément à ce qu’on a vu dans le 
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i2j -f- y y 

n* précédent, par le facteur j ^ on trouvera 

y*+2jy dy _ y* 

2(x+ÿ)* dx 2(x+y) s ’ 

c’est-à-dire 

(jf±2 xy}dy—y*dx _ 

2{x+y)« - ' ’ 

expression où l’on reconnaît la différentielle complète de la 

• y 1 

fonction - — — — , et dont par conséquent on déduit immé- 
2(x -(- y] 

diatement l’équation primitive. 

392. On conclut d’ailleurs de l’équation 

dû dU dy 
dy v _ dx + dy dx 
dx + dU 

dy 



du n» 390, qu’outre le facteur ^ , il en existe une infinité 
d’autres qui auront la propriété de rendre la fonction — -f V 



une différentielle exacte. En effet, on remarquera que la 
quantité 




dU dU dy 
dx ~ dy dx 



) 



est la dérivée complète d'une certaine fonction de U que nous 
désignerons par ♦(U). Donc si on multipliait le premier 
membre de l’équation précédente par 



9 ( 0 )* 



dU 

dy' 
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il deviendrait une dérivée exacte d’une certaine fonction de 
x,y. Cette fonction serait la fonction môme qui a été dési- 
gnée par <1>(U) ; en sorte que l’intégrale serait 

«I >(U) = coiut. , 

d'où l'on tire immédiatement 



U — cons /. , 



c’est-à-dire l’intégrale de l’équation proposée. Ainsi tous les 
multiplicateurs compris dans l’expression <j>(lî) ^ , où o dé- 
signe une fonctiou entièrement arbitraire , ramèneront tou- 
jours à cette môme intégrale. 

393. Nous avons obtenu dans le n° 380 , pour l'intégrale 
de l’équation 

f ly 4 - Vtjdr -f = 0 , 



dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x seule , 

y = e -J rd *(-f,Lc. Oc^'+a), 

A étant la constante arbitraire. D’après ce qui précède on 
mettra donc cette intégrale sous la forme 



A = f tlx.Qef rdI + y.eS rtx = U , 



et le facteur par lequel il faudra multiplier l’équation diffé- 
rentielle pour la rendre intégrable sera , conformément au 

dlJ / n* 
n° 390, — =e 
dÿ 

C’est ce qu’on peut vérifier directement ; car soit g. le fac- 
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tcur cherché, que nous supposerons devoir être une fonction 
de x seule. Comme le terme |xQ<£r est intégrable , il s’agit 
seulement de déterminer g par la condition de rendre une 
différentielle exacte la quantité 



j uty 4- [iPt/rf.r ; 

c’est-à-dire que l’on doit avoir 

du „ rf'ji _ , „ , 

' = (iP, ou =Pd.r; doé 

iLr r {x 



■x = e 



ft.lr 



39-t. Soit en général l’équation 



Prix + Qriy — 0 , 



P et Q désignant des fonctions quelconques de x et y. Si l’on 
représente par g. le facteur qui rendrait cette équation in- 
tégrable , la fonction g devra évidemment satisfaire à la con- 
dition 

ri. jiP ri. ;jiQ 

djT ~~ rir * 

c’est-à-dire 




Mais cette dernière équation est presque toujours plus diffi- 
cile à traiter que l’équation proposée elle-même. 

395. Nous remarquerons d’ailleurs, que toutes les fois 
qu’on parvient à séparer les variables dans l’équation 

Prfjr + Qriy = 0 , 



au moyen d’une transformation quelconque, on connaît 
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immédiatement le facteur par lequel il faudrait multiplier 
cette équation pour rendre Vdx-\-Qdy une différentielle 
exacte. 

En effet, supposons qu’ayant remplacé x et y par d’autres 
variables * et t , l’équation proposée soit devenue 

Mds + N dt = 0 , 

M et N étant des fonctions de s et 1 ; et qu’en divisant les deux 
termes par la fonction V de s et t les variables se trouvent 

séparées , en sorte que ^ soit une fonction de * seule, et que 

N M N 

— soit une fonction de t seule. La quantité — ds + — dt sera 
V v V 

donc devenue une différentielle exacte. Or, en remplaçant 

dans cette quantité s et t par leurs valeurs en x et y, elle ne 

P O 

différera point de la quantité dx + — dy (en concevant 

toujours que l’on ait mis dans V à la place de « et t leurs 
P Q 

valeurs en x et y ). Donc ^ dx -f ^ dy serait nécessairement 

aussi une différentielle exacte. 

396. Nous avons donné dans le n« 388 , pour exemple de 
la séparation des variables, l’équation 

r(£).dx + dy=o, 

qui , en faisant y = xt , d’où dy = tdx -f xdt , devient 
1 f[f) + t]dx + xdt = 0 , 



et dans laquelle les variables se séparent lorsqu’on divise les 
deux termes par x[ f(t) -f- <]. D’après ce qui précède , l’équa- 
tion dont il s'agit doit donc être rendue intégrable en la inul- 
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tipliant par le facteur 



1 



*[/■(<) + *] 

valeur en x et y ; c’est-à-dire par le facteur 



, où l'on remplacera t par sa 

1 



En effet , cette équation devient alors 
f 0) dx + dy 

40KT 



{'{ïM 



= 0 , 



qui se met facilement sous la forme 



dy ytlx 



dx ^ x 

X 



fï)+s 

\x/ X 



— = 0 : 



celle-ci est intégrable, puisque — est la différentielle 

de». 

x 

Théorème des fonctions homogènes. — Intégration des 
équations homogènes. 



397. On désigne par le nom de Théorème des fonctions 
homogènes, certaines relations qui existent entre une fonction 
homogène, c’est-à-dire une fonction composée de termes 
dans lesquels la somme des exposants des variables est un 
nombre constant, et ses coefficients différentiels des divers 
ordres pris par rapport à ces variables Soit U une fonction 
homogène de plusieurs variables x,y, etc. En mettant tx à la 
place de x, ty à la place de y, tz à la place de z, etc., cette 
fonction deviendra <"U,n désignant la somme des exposants des 
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variables dans chaque terme. On peut d'ailleurs taire t=\-\-g, 
ce qui revient à mettre x -f- gx à la place de x,y -f- gy à la 
place de y, etc. On aura en appliquant le théorème de Taylor, 



(i + g)*U 






dV dV \ 

Tx + < Ty y + et c..) + 



\dx 



, et d*u 
dx’ X dx ily 



d ' U 



ni + y 1 + etc. ) + etc. ; 



c.) 



et en développant le premier membre et égalant les termes 
affectés des mêmes puissances de l’indéterminée g , 



rfü dV 

uU = — x + -r- w + etc. 
</;/ J 



dx' 



, d'V , „ (PV d f V , . 

" “ t)u = dx* x + 2 dxdy Ty + dy‘ dy + etC - 
etc. 



398. La considération de ces relations facilite quelquefois 
l’intégration des fonctions de plusieurs variables. Lorsqu’une 
fonction est homogène, une différentiation effectuée sur cette 
fonction n’en altère pas l’homogénéité. Si P dx -f- Qdy -f- etc, 
est la différentielle d’une fonction homogène U de degré n-j-t, 
P, Q, etc. seront homogènes de degré n , et l’on aura 



(n + ljU = Px + Qy + etc. 



réciproquement , il est aisé de vérifier que P, Q, etc. étant des 
fonctions homogènes du même degré n et Pd.r-)- (W;/-|-etc. 
satisfaisant aux conditions d’intégrabilité, on a en effet 

cf(I*r + ()!/ + etc.) — (» +1) (IV/.r + Qdy + etc.). 

A part le cas de n = — 1, cela permet d’écrire immédiate- 
ment l’intégrale de toute différentielle homogène exacte. 
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399. Lorsque dans l'équation différentielle 
P dx + Qdy = 0 , 



ml 

P.!n. 

>** > v % 






*1 4 



»S‘ ' 



Ü-* x » 






? T utf 



'F* *1 



les fonctions P, Q des variables x, y sont homogènes et du 
même degré, ces variables se séparent facilement, et par con- 
séquent l’équation devient immédiatement intégrable. En 
effet, faisant y=xl, les fonctions P,Q prennent alors la forme 
px n ,qx'-, p,q étant des fonctions de t seule, et n désignant 
la somme des exposants de x et y dans les termes de l’équa- 
tion proposée. Celte équation devient donc 



il 



(p + qt)dx -f- qxdl = 0 , ou .+ p+ql — 0 - 



1 



: ^ 



dont l’intégrale est 



Ix + ( dt — ^ — = eonst. 
P+<l‘ 



dâns laquelle on de\ ra , après avoir effectué l’intégration qui 

y 



r 



est indiquée, remplacer t par sa valeur -. 
400. Soit pour exemple l’équation 

(x — 2y)dx + ydy = 0. 

Faisant y = xt, elle devient 



% ' ZH 

■ 






dx ldi 

x + +t* = 0 ’ 



Sr iyMt » ' 



dont l’intégrale est 



ü+/(i-t }+ ï ^ 7 = A, 










A étant la constante arbitraire. En mettant pour l sa valeur " ■■ 

■ 4 , > V 

* • . i > -• <*. .i 

. .'y/ V* . ' \ ", i. ■* U 

-é.V’ y:.;:,, 




ef CT: 



y 

- , on a 
x 
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X 



^ = A, 

qui peut s’écrire 

*• 

x — y = a.c •-* , 

a étant une autre constante. 

' 401. Soit encore l’équation 

(** + xÿ — 2i/ ! )rfx +{>/ — Sx' Mu — 0- 
Elle devient , en faisant y — xi , 

d-t (t'-W _ 

,x 2t>— 2/+Ï - 



Par les méthodes exposées à l'article XXIV, on trouve , 

t'-3 _ 2 7— \5 7+V5 

t»— U 1 — 2f+t - 67 +t) + 5(2<— 3— y6' + 5{2r-3+y5 y ’ 



ce qui change l'équation ci-dessus , en 

d.e_ 2 dl 7— V5 . Z+y5 dt 

x 5t4l + 5 — 3 — \5 + 5 2/— 3+V5 



dont l’intégrale est 

I ^) + £4F-«+l)+ 2 v5 ‘ /A ' 

Cette équation peut s’écrire, 



<»«> 





— ol — 

•402. Puisque , après avoir fait y = xl dans l’équation 
Vdr 4 Qdy = 0 , 

*• : 

supposée homogène , et n marquant le degré commun des 
fonctions P, Q, il vient 

. ' ‘ ‘ * • • ' . 

(px* + qx’t)dx + qx’' +, dt = 0 , . . 



où les variables se séparent en divisant par x(/jx" + 7 -r"/), il 
résulte de ce qui a été dit n° 305, que le facteur par lequel 
l’équation précédente doit être multipliée pour devenir inté- 
grable est — — (en remplaçant t par sa valeur), c’csl- 
x(px -\-qx i) " > . 

a-dire - — — — . Ainsi la fonction — — sera neccssai- 

Px + Qy Px + Qy 

renient une différentielle exacte. C’est ce que l’on peut nisé- 

ment vérifier, en ayant égard aux propriétés des fonctions 

homogènes. 

403. Dans l’exemple du n° 400, l’équation proposée 

(x — 1y)<Lr + ydy = 0 

deviendra intégrable, d’après ce qui précède , en la multipliant 

i 4 

P ar r — — i — ; > Qui revient à - 7 -. En effet , l’équa • 

1 _(x-- 2 ÿ)x- f-ÿ* * * 

f •*-' V.» V t 



tlon 



(x-2y) dx+ydy_ r. 

(x-W~~ ’ 

peut s’écrire 

dx—dy , dx _ x(dx—dy) _ 
x-y x—y {x—y) 1 * 

.(comme on peut le vérifier en réduisant tous les termes au 
même dénominateur), ou bien 
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d’où l’on déduit immédiatement l'intégrale trouvée ci- 
dessus. 

équations du premier ordre dans lesquelles se trouvent la se- 
conde puissance ou les puissances supérieures du coefficient 
différentiel. 

404- Lorsque l’équation différentielle contient les puis- 
sances supérieures du coefficient différentiel , on peut la 

concevoir résolue algébriquement par rapport ii ce coefficient 
considéré commel’inconnue. Si l’on égaleensuite à zéro les fac- 
teurs correspondants à chacune des racines , on aura autant 

d’équations différentielles dans lesquelles ^ ne sera plus 

qu’au premier degré, et dont on pourra prendre les intégrales 
qui seront complétées chacune par une constante arbitraire. 
Le produit de ces diverses intégrales donnera l’intégrale géné- 
rale de l’équation proposée. D’ailleurs, on ne diminue point 
'la généralité de cette intégrale en admettant que ce soit la 
même constante arbitraire qui entre dans tous ces facteurs. 
D’où l’on voit que toute équation différentielle du premier 
ordre , dans laquelle entre la puissance n du coefficient diffé- 
rentiel — , a pour intégrale une équation primitive, où la 
dx 

constante arbitraire est élevée à la puissance «. 

On a donné, n° 382, un exemple d’une équation de cette 
espèce. 

403. Souvent la résolution algébrique de 1 équation pro- 
posée n’est pas possible , et par conséquent le procède qui 
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vient d'être indiqué , ne peut être appliqué. On parvient quel* 
qucfois à intégrer une équation du genre de celles dont il 
s agit en la mettant d'abord sous la forme 

y = I- . 



du 

X désignant une fonction de x et de — -, que nous dé- 

ax 

signerons pour abréger par ÿ. Si ensuite l’on différencie, il 
viendra 



,_d L dL dy' 
~ dx + dy dx ’ 



équation différentielle du premier ordre entre y’ et x. Si elle 
peut être intégrée , on obtiendra une équation entre y' et x 
avec une constante arbitraire; et en éliminant ensuite y' 
entre cette équation et la proposée, on obtiendra l’intégrale 
cherchée. 

406. La méthode dont il s’agit s’applique à l’équation 

y = + X , 

M et N désignant des fonctions quelconques de ^ ou y'. Eu 
effet , cette équation donne 

dy=mx+x^dy + - d -,dy , 

qui peut s’écrire (puisque dy—y'dx) 

(U-yrU+x dy .dy + tti/ dy =0. 

et. rentre dans la forme de l'équation considérée n" 383 et 
301. Le premier membre deviendra donc intégrable on multi* 
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pliant par le jeteur -, o" 



" ’ » et son intégrale sera 



- f- 

J H- 



• d* 




1 t/M 
W — y ' l 




x+c 



A étant la constante arbitraire. Il restera à éliminer y entre 
cette équation et la proposée. 

407. Le cas où M=y, en sorte que l’équation proposée 
est 



équation h laquelle on peut également satisfaire en po- 
sant 



substituée dans la proposée, conduira à une équation primi- 
tive : mais cette équation, qui ne contient pas de constante 
arbitraire, sera une solution particulière, conformément à ee 
qui a été dit n° 379. L’équation dy — 0 donne en l'intégrant 



A étant la constante arbitraire : cette voleur mise dans la 
proposée à la place de y' donnera l’intégrale générale cher- 
chée. Cette intégrale est l’équation d’une ligne droite dont la 
valeur attribuée h la constante A détermine l’inclinaison sur 
l’axe des x. ' * 



y = y'x + N , 

a été remorqué. On a alors en différenciant 





ÿ = ti 



Google 



Solutions particulières des équations différentielles du premier 
ordre à deux variables. 

408. On a remarqué n“ 370, qu’il existait quelquefois des 
équations primitives (sans constante arbitraire) qui satisfont 

à une équation différentielle f(x, y, — j = 0, et qui néan- 
moins ne sont point comprises dans son intégrale générale. 
Les équations dont il s’agit, appelées solutions particulières, 
se distinguent ainsi des intégrales particulières qui répondent 
aux diverses valeurs de la constante arbitraire dont la présence 
est le caractère essentiel de l’intégrale générale. Comme il est 
aisé de les trouver lorsqu'elles sont de la forme x = c, je 
supposerai dans ce qui va suivre qu’elles contiennent la 
fonction g. 

Soit . 

y = ï(*»4 (t) 

l'intégrale générale de l’équation différentielle 




Cette dernière équation sera le résultat de l’élimination de 
la constante a entre l’équation (1) et sa différentielle immé- 
diate , qui est 

dp d? ' 

-• ' ' dx ~~ <ir * 

et conformément ù co qui a été exposé dans les n" 37G et 
suivants , nous regardons les équations (1) et (3) comme ap- 
partenant au système d’une infinité de lignes courbes qui 
diffèrent seulement les unes des autres par les diverses va- 
leurs que l’on peut attribuer h la constante a. 




Cela posé, admettons que l'on ait donné dans l’équa- 
tion (1) à la constanto a une valeur déterminée , et considé- 
rons la courbe correspondante à cette valeur. Si , à partir 
de la valeur dont il s'ugit , a augmente de la quantité infini- 
ment petite da, l'équation (t) deviendra • . • 

Cette dernière équation appartiendra à une seconde courbe 
infiniment voisine de la première; et les valeurs de x,y qui 
satisferont simultanément aux deux équations 

rfa » 

?/=?# et 

ou si l'on veut aux deux équations 

»=*» Ct üa = °’ 

appartiendront au point d'intersection de ces deux courbes. 

400. Admettons maintenant que l’on élimine la constante a 
entre les deux équations 



y-?. 




Le résultat de cette élimination sera une équation primitive 
entre x et y appartenant à la ligne qui est le lieu des points 
d'intersection de toutes les courbes comprises dans l’inté- 
grale générale, et qui correspondent aux diverses valeurs de 
la constante a. Cette ligne est évidemment touchée par toutos 
les courbes dont il s’agit, et elle en forme l’enveloppe. L’é- 
quation obtenue de cette manière, ct qui ne contient pas de 
constante arbitraire, donne la solutionparticulièrede l’équation 



f ( jr. y , \ —0, à laquelle elle doit satisfaire, puisque la 

. v. ' d*'- * * 
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* d\! ' ' 

valeur de — dans l’un quelconque des points de l’enveloppe 

est commune à cette enveloppe et à la courbe comprise dans 
l'intégrale générale qui la touche en ce point. 

Si au lieu de l'équation (t), on n’avait que l’équation non 
résolue 

F(x, y, a) = 0 , 



on considérerait que cette équation devant être vérifiée par 
y=<f(jr,o), on en déduira ^ ou par la méthode pour 
différentier les fonctions implicites , laquelle donne 



d’où 



dF , dF ûfjp __ « 
</«■*■ tly (la ~ ’ 

dj _ _ dF . r/K 
(la du ’ (ly‘ 



Il faut donc alors remplacer les deux équations 



par celles-ci 




et 





et 



(IF . f/K _ 
du' dy~ ’ 



dont la dernière peut être réduite à — 0 quand F ne con- 
tient ni radicaux, ni dénominateurs. 

Il faut remarquer d’ailleurs, que les courbes représentées 
par une équation différentielle et par son intégrale générale, 
c’est-à-dire les courbes correspondantes aux intégrales parti- 
culières , n’ont pas toujours une enveloppe ; ou qu’il n'arrive 
pas toujours que ces courbes soient successivement tangen- 
tes à une certaine ligne fixe. Alors la solution particulière 
n’existe pas. II peut se faire aussi que l'équation de l'en- 
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veloppo soit comprise dans l’intégrale générale et forme 
une intégrale et non une solution particulière. On reconnaît 
qu’il n’existe pas do solution particulière lorsque l’équation 

do 

0 ne peut donner pour la constante a une valeur expri- 



mée en x; ou plus exactement lorsqu'on ne peut déduire des 
équations y = <? et ^~=0, par l’élimination de a, une équa- 



tion entre x et y qui ne rentre pas dans l’intégrale générale 
et n’en soit pas un cas particulier. 

410. Il est facile de reconnaître directement que la re- 
cherche de la solution particulière , c’est-à-dire d'une équa- 
tion qui , sans provenir d’une valeur particulière attribuée à la 
constante a de l’intégrale générale, satisfait cependant à l’équa- 
tion différentielle (2>, doit s’opérer par l’élimination de a 

do 

entre l’équation (t) et l’équation — 0. F.n effet, tout se 



réduit, pour trouver l’équalion dont il s’agit, à mettre à la 
place de g, dans l'équation (1), une fonction de x, conve- 
nablement déterminée, et telle que <f(x, a) devienne la valeur 
de y qu’offre la solution particulière. Or, supposons que cette 
substitution ait été faite , et regardons a comme une fonction 
de x. L'équation différentielle déduite immédiatement de 
l’équation (l)sera alors 



dy _ ri? ri? da 
d.v dx " t " du dx' 



Mais l’équation (2) résulte, par hypothèse, de l’éliminatiou 
de a, supposée constante, entre l’équation (1) et son équa- 
tion différentielle, qui est alors Donc il suffit, 

pour obtenir le même, résultat , a étant supposée variable 
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et fonction de x, de déterminer eette fonction a par la 

f/o (In 

condition de faire disparaître le ternie V -r- ; car les deux 

da dx 



équations entre lesquelles l’élimination s'opérera étant les 
mêmes dans les deux cas, l’équation (2) qui en résultera 



siéra aussi la même. On peut faire disparaître ce terme en po- 
sant = 0, ce qui donne a égale à une constante quel- 



conque et répond au cas de l’intégrale générale ; ou en po- 



do 

sant ~ = 0, ce qui donnera pour a une fonction do x, qui 

§tant substituée dans l’équation (t) ou y — o, conduira à une 
équation primitive sans constante arbitraire , et satisfaisant 
à l’équation différentielle, qui sera par conséquent la solution 
particulière demandée. 

*11. D’après ce qui précède , on peut obtenir la solution 
particulière quand on connaît l’intégrale générale. Cette so- 
lution particulière peut être aussi déduite de l’équation diffé- 
rentielle. Considérons l’une des courbes comprises dans l’in- 
tégrale générale et correspondante à une valeur a de la 
constante. Cette courbe sera à la fois coupée et touchée par la 
courbe contiguë correspondante à la valeur a-{-da , dans un 
des points de l’enveloppe dont la solution particulière est 
l’équation. 0r r cette même courbe correspondante à la valeur 
a de la constante n’est plus touchée , mais est coupée par les 
autres courbes correspondantes aux valeurs de la constante 
qui diffèrent de a d’une quantité finie. Il suit de là que l’é- 
quation différentielle 




étant résolue par rapport à 



d.V 

du ' 



donnera généralement deux 




t 



— fto — 

ou plusieurs valeurs différentes pour ce coefficient différentiel, 
si l’on attribue à x et y des valeurs quelconques. Mais si l'on 
attribue à x et y les valeurs qui appartiennent aux points de 
l’enveloppe, ou à la solution particulière qui représente cette 

d v 

enveloppe , il y aura au moins deux des valeurs de — qui de- 
viendront égales entre elles. Ainsi la solution particulière 
doit offrir ce double caractère; 1* de satisfaire à l’équation 
différentielle proposée 

fi*, y, y'] = o . 



( en écrivant pour abréger y' au lieu de ~j ; 2° de rendre 

égales au moins deux des valeurs de y 1 qui satisfont à cette 
équation. Or, l’existence de deux ou plusieurs valeurs égales 
de y' données par l’équation précédente est exprimée en gér 
néral par la condition 

du 

d’où l'on conclut qu’en éliminant y' entre les deux équations 
f(jr,y,y') = 0» Pt dy' =0 ’ 

on obtiendra , si elles existent , les solutions particulières de- 
mandées. 

412. On trouvera encore la solution particulière de la ma- 
nière suivante. Supposons que l'équation différentielle pro- 
posée f \x, y, y') =0 ayant été résolue par rapport à y', on 
lui ait donné la forme suivante 

y' + V = o , 

V étant une fonction de x,y. l'uisquc les courbes qui sont re- 




— Ül 



présentées par les intégrales particulières se coupent géné- 
ralement, et se touchent en même temps quelles se coupent 
seulement dans les points qui appartiennent à l'enveloppe , 
on voit que la fonction — V qui donne la valeur de y' doit 
représenter généralement au moins deux valeurs différentes 
pour cette quantité ; mais que si l’on attribue à x et y les 
valeurs qui appartiennent à l’enveloppe , les deux valeurs de 
cette même fonction — V deviendront égales entre elles. 
D’après cela nous pouvons nous représenter — V comme 
l’ordonnée verticale d’une surface dont les abscisses horizon- 
tales seraient x et y; et cette surface doit avoir une figure 
telle que l’ordonnée verticale la coupant en général au moins 
dans deux points , elle la rencontre en un seul point, lorsque 
les abscisses x et y appartiennent à la solution particulière. 
11 en résulte que la surface dont il s’agit doit être touchée par 
le cylindre vertical qui aurait pour base l'enveloppe, ou la 
courbe représentée par la solution particulière ; et il est aisé 
d’en conclure que, pour les valeurs x et y qui appartiennent 
à cette solution , on doit avoir ii la fois 

rfV _ 1 ttx _ J 

dx ~ 0 ’ f/y — o ’ 

et par conséquent 

«V _ 1 dy' _ l 

dx ~ 0 ’ dy 0 ’ 

L'expression de cos conditions donnera donc la solution par- 
ticulière s’il en existe une. 

413. On peut remarquer d’ailleurs, qu’en différenciant l'é- 
quation proposée 

y, y').— o » 

on a 

df df (ly df dÿ _ 
dx n dy dx dy' dx 
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Mais le coefficient du dernier terme étant nul, d’après le 
n° précédent, pour les valeurs de x,y qui appartiennent n la 
solution particulière, cc terme disparaît, d’où il suit que la 



valeur du coefficient du second ordre ^ demeure in- 

dx i'.x ' 



déterminée; et il en sera de même des coefficients de tous 
les ordres supérieurs. Cette circonstance résulte de ce que 
chacun des points de l'enveloppe appartient à trois courbes 
différentes qui ont entre elles un contact du premier ordre , 



et pour lesquelles le coefficient du premier ordre n une 



valeur commune ; savoir les deux courbes données par les 
intégrales particulières qui répondent aux valeurs a-f-da de 
la constante arbitraire , et l’enveloppe elle-même qui est éga- 
lement comprise dans l’équation différentielle. Mais les va- 
leurs des coefficients différentiels des ordres supérieurs sont 
généralement différentes pour ces diverses courbes; et comme 
les équations dont ces coefficients dépendent ne pourraient 
donner qu’une seule valeur, l'analyse résout cette difficulté 
en laissant cette valeur indéterminée. Ayant -ainsi déduit de 



l’équation différentielle proposée l’expression de — = 



d’y 

<fx ! ’ 



et égalant séparément à zéro le numérateur et le dénomina- 
teur de cette expression , on aura deux équations contenant 
y' qui doivent subsister en même temps que la proposée pour 
les valeurs de x,y' qui appartiennent à la solution particu- 
lière. Si l’on élimine y' entre chacune de ces équations et la 
proposée, et si les résultats de cette élimination ont un 
facteur commun, ce facteur sera la solution particulière 
cherchée. Si ces résultats ne peuvent subsister ensemble , 
on en conclura qu’il n’existe pas de solution particu- 
lière. 



Digilized by Google 



— 03 — 



414. Si l’on applique ce qui précède à l’équation différcn 
tielle 




ÿ+ 6 — 0, 



considérée n” 380, et qui a pour intégrale générale 
y~ ax — 6 = 0, 



a étant la constante arbitraire , on trouvera pour la solution 
particulière le système des valeurs x=0, y— b qui appar- 
tiennent au point d’intersection commun de toutes les droites 
représentées par l’intégrale générale. 

413. Mais si l’on traite de la même manière l'équation 



considérée n° 381 , qui a pour intégrale générale 
y — ax — x*+ 6 = 0, 

/ 

b étant la constante arbitraire, on ne trouvera aucun ré- 
sultat. En effet il ne peut y avoir ici de solution particulière , 
puisque les courbes représentées par ces équations n’ont 
pas d'enveloppe. Il en est de même à l’égard de l’équation 
du n” 382» 

416. Considérons l’équation 

y = (u- + 6 , 

qui appartient à une ligne droite dont la position est déter- 
minée par les valeurs des constantes a et 6. La distance 
de cette ligne à l’origine des coordonnées a pour valeur 1 
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— — - — ; par conséquent, si l'on élimine b entre l'cquation 
\V+1 

précédente et l’équation 

__ b 

(dans laquelle r désigne une constante), l’équation résul- 
tante 

y = ax + , 

appartiendra à toutes les lignes droites qui touchent le cercle 
dont le rayon est r, et dont le centre est à l’origine des 
coordonnées. 

Si l'on différencie cette équation , et si l’on élimine la con- 
stante a au moyen de l’équation différentielle, il viendra en 

écrivant y' nu lieu de , 
dx 

• y = xy' + y r +i. 

On conclura de tout ce qui a été exposé précédemment que 
cette équation différentielle a pour intégrale l’équation pri- 
mitive 

y = ax + r\u ! + 1 , 

dans laquelle a est la constante arbitraire, et qui représente, 
aussi bien que l’équation différentielle , le système de toutes 
les lignes droites tracées à la distance r de l'origine des 
coordonnées , et de plus qu’elle a pour solution particulière 
l’équation 

•i i +y' = r , t 

qui appartient au cercle touché par toutes ces lignes droites , 
et qui est le lieu de leurs intersections. 
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En effet , si l’équation différéntielle 

y ;= xy' + rvV’+i 




était proposée, on remarquerait en premier lieu quelle . 
tombe dans le cas du n° 407. On trouve immédiatement , 

d’après ce qui a été dit dans ce numéro , y = ax- f r\ a’-f- 1 
pour l’intégrale générale. De plus le facteur x-|-“ de- 
vient ici x -1 . En l’égalant à zéro on en déduit la 

vV*+ 1 

X 

valeur y' et cette valeur étant substituée dans 

y r* — x 1 

I \ ‘ 1 

l’équation différentielle proposée, donne y = y r 1 — x‘ qui 
est la solution particulière. 

8i , conformément au n* 409, on veut déduire la solution 
particulière de l'intégrale générale 

y = ax + rya , +l J 

il faudra éliminer a entre cette équation et sa dérivée prise 
par rapport à a , qui est 



0 = x + 



ra 

y a* -fl 



Le résultat de cette élimination est évidemment le même qui 
vient d'être obtenu. ' 

Si , d’après le n° 4l 1 , on veut déduire la solution particu- 
lière de l’équation différentielle , on deva éliminer y’ entre les 
deux équations 

y — xy r — rvVM-l = 0 et x + — 0, 

vtt'-'+i 

2* vsxék. * 5 

’ - t - ' . 

' r , " *< 

^ / - , 

Vw • * . , ' % 



Digitized by Google 



T 



— oc - 

ce qui donne encore le même résultat. 

D’après le principe énoncé n° 413, il faudrait différencier t 
l’équation proposée 

y—xy ' — = 0 

pour en déduire la valeur de y", ce qui donne 

„ »i/v" 

xy + = 0. 

vV *+ 4 

luette équation, dans le cas particulier que nous considérons, 
ne donne pas une expression générale de y" en X, y et y', 
parce que la valeur de y" est toujours nulle pour les intégrales 
particulières , qui représentent ici des lignes droites. Mais elle 
se décompose dans les deux facteurs 



y"=o 



et 



,. + ^U = o, 



dont l’un appartient à l'intégrale générale et l’autre à là so- 
lution particulière. 

Enfin si, conformément au n° 412, on résout l'équation 
différentielle proposée par rapport à y' pour la mettre sous 
la forme y' + V = 0, on trouvera 

J /- — a .' 1 *. 



On voit que celte équation donne en général pour y deux 
valeurs différentes, appartenant aux deux tangentes au cer- 
cle qui se croisent dans le point déterminé par les valeurs 
attribuées à X et y. Mais ces valeurs de y' deviendront égales 
si le radical de l’équation précédente est nul, c’est-à-dire si 
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x et y satisfont à l’équalion 



x* + y ! — >-*=0, 

qui donne par conséquent la solution particulière. La condi- 
tion qui rend égales les deux valeurs de y" est ici évidente : 
on peut vérifier que cette même condition résulterait égale - 
. , , , dy' i dy 1 1 

1 ‘ dx 0 dy 0 



4 17. L’équation différentielle que l’on vient de considérer 
est un cas particulier de l’équation 



y — xy'+ N 



du n” 407, dans laquelle N est une fonction quelconque 
de y'. 11 est clair par ce qui précède que l’intégrale générale 
de cette équation appartient à un système de lignes droites 
dont les équations se déduisent de la proposée, en y rempla- 
çant y' par une constante arbitraire. De plus toutes ces lignes 
droites touchent la courbe dont on obtient l’équation en éli- 
minant y' entre les deux équations suivantes 

y = xy'+ N, et x + ~ = 0. 

418. Quant à l'équation considérée n° 406, 
y — Mx + N , 



dans laquelle M et N sont des fonctions quelconques de y 1 
seule, l’intégrale générale a été donnée dans ce numéro. 
La solution particulière , c'est-à-dire l’équation de la courbe 
touchée paMoutcs les courbes correspondantes aux intégrales 
particulières, s’obtiendra en éliminant y' entre les équations 



r 



Digltized by Google 




— 68 



ÿ=Mr + N 



dont la dernière revient 



et 



/ JH 

«-V 



0, 



v r <*m 



1 

u‘ 



-U9. 11 est quelquefois utile de savoir tracer un système 
de courbes d’une espèce donnée d'après la condition qu'elles 
soient toutes tangentes à une autre courbe également donnée. 
Ce problème revient à déterminer une équation primitive, 
dont on donne la forme générale , de manière que son équa- 
tion dérivée ait pour solution particulière une équation dé- 
terminée. Soit généralement 



une équation dans laquelle a, b, etc., sont des constantes. 
On demande que le système des courbes qui pourraient être 
données par cette équation en faisant varier les constantes, 
touche ou ait pour enveloppe la coVirbe représentée par l’é- 
quation 

<!>(*, y) - 0 . 



Différentiant les deux équations proposées on trouve 1 
dF rfF dy 

dx + dy dx * dx dy dx 1 
. du 

et en éliminant entre ces deux équations, l'équation ré- 
sultante , qui est 



r/F d<l> _ dv </*!> _ 

dx dy dÿ dx ~ ’ .. 

exprime la condition que les courbes représentées par les 
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équations proposées aient un contact du premier ordre. Si 
l’on élimine donc x et y entre les trois équations 



F(x, y, a, b, etc.) = 0 , <l>(x, y) = e , 



dF <M> dF d< I» _ 0 
dx dy dy dx ~~ ’ 



le résultat, qui sera une équation entre les constantes a, b, etc. , 
exprimera la relation qui doit subsister entre a et les autres 
constantes pour que la condition dont il s’agit soit satisfaite. 
. Si l’on résout donc cette dernière équation par rapport à l’une 
des autres constantes, telle que b, et que l’on mette sa valeur 
dans l'équation proposée 

•Ffx, y, a, b, etc. ) = 0 , 

le résultat de cette élimination aura la propriété demandée. 
•420. Soie donnée, par exemple, l’équation 

y , + ax + b = 0, 

• # « ■ 

appartenant à une parabole dont le grand axe coïncide avec 
l’axe des x; et l’équation 

. x* + y'-— r* = o, 

appartenant à un cercle dont le centre est à l’origine des 
coordonnées et dont r représente le rayon. On demande de 
déterminer les paraboles représentées par la première équa- 
tion , de manière qu’elles soient toutes tangentes à ce cercle. 
Différentiant les équations précédentes , on a 

2)/i/’+ a = 0 , ’ d’où 2.r — a == 0. 

2.r + 2 . 1 / 2 /' = (V , 

Éliminant x et y entre les trois équations 

y'-y ar+b^t 0, x’ 4 - J/* : ~ , ■r , — 0> 2x— a=o. 




—"V 
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ou trouve la relation 

r î + ^- + 6=°, d’où 

Cette valeur étant substituée dans l’équation y' -f ax -f- b =0, 
la change en 

fl* 

?/’+ ax — - f ~ — r 1 = 0 , 

qui aura la propriété demandée. 

En effet, si l’on applique à cette équation la règle du 
n° 404 , pour obtenir la solution particulière de l’équation 
dérivée dont elle serait l’intégrale , on devra éliminer la con- 
stante arbitraire a entre les deux équations 

a » 

y ! +ax — — r* =0, et 2x — a = 0; 

ce qui donnera pour cette solution particulière 
. y* 4- x 1 — r* * 0. 

La dérivée de l’équation 

. o* 

y s + ax — v- — r* = 0 , 

se trouve d’ailleurs en différentiant par rapport à x, ce qui 
donne 

2 yy'+ a = 0 ; » 

puis en éliminant la constante a entre cette équation et la 
différentielle. On obtient ainsi l’équation dérivée 

y*— 2 xyy'— y'y" 1 — r* = 0 , 

àlaquelle on peut appliquer les règles des n" 4U et suivants. 
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Si, par exemple, on la résout par rapport à il vient 

y 

L’équation qui exprimera l’égalité des deux valeurs de y , 
c'est-à-dire la solution particulière, est donc 

i/’-f-x* — r 1 — 0. 

421. Considérons encore l’équation 

r = x tanp. 0 — x* xr-j- 3 — ^ . 1 
2V-COS.-Q 

qui appartient à la trajectoire d’un projectile lancé dans le 
vide. En faisant varier l’angle de projection fl, on obtient 
diverses courbes ayant une enveloppe dont l’équation se trou- 
vera, conformément au n° 409, en difTérentiant par rapport 
à fl, ce qui donne 

o=i — ^ tang.O ; 

puis en éliminant 0 entre cette dernière équation et la pré- 
cédente. On trouvera ainsi pour l’équation cherchée 

X ’~ -y (V 5 — 2çZ). 

La courbe tangente à toutes les trajectoires est donc une 

parabole dont l’axe est vertical , et dont le sommet est à la 

V 1 • 

hauteur — au-dessus de l’origine. 

2? 
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XXXHI. «OUATIONS DIFFERENTIELLES A DEUX VARIABLES 
DU SECOND ORDRE ET DES ORDRES SUPÉRIEURS. 



422. Une équation différentielle du second ordre a géné- 
ralement la forme 






d» 

il. v ' 



il-i) 

ÏLr> 




x est la variable indépendante , y une autre variable dont la 
valeur dépend de celle de x au moyen de la relation établie 
par cette équation. 

On peut faire sur l’équation dont il s’agit , des remarques 
analogues à celles qui ont été faites dans le n° 376. Considé- 
rons x comme l’abscisse et y comme l’ordonnée d’une courbe. 
Si l’on voulait construire la courbe à laquelle appartient l’é- 
quation précédente , on la supposerait résolue par rapport 
d s u 

à dont la valeur se trouvera donnée en fonction de x, y 

et -j-. On fixerait ensuite arbitrairement les valeurs de .r et 
dx 

y, c’est-à-dire un point quelconque par lequel on voudra 
faire passer la courbe. On fixerait de plus arbitrairement la 

va eur de ~ , c'est-à-dire l’inclinaison que la courbe devra 

avoir en ce point. L’équation proposée donnera alors une 
d'u 

valeur déterminée pour — , au moyen de laquelle le tracé 



de la courbe dont il s’agit pourra être effectué. En effet , fai- 
sant varier x d’une quantité très-petite &r, c/n obtiendra 
approximativement les valeurs des coordonnées d’après le 
tableau suivant : 
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.9 

a* + A.r 



—n '3 — 

Ordonnée» corrr»pomlanîe< 

y 



dy, 



t + \x + Xc y-f -g.Ax +■ 






Xr. 



On pourra donc construire la courbe avec une exactitude 
d’autant plus grande que les variations ix seront prises plus 
petites. Ainsi . l’équation proposée exprime une propriété 
commune à une infinité de courbes que nous concevons tra- 
cées sur un plan. Elle détermine la figure de ces courbes 
lorsqu’on s'est donné un point par lequel elles doivent passer, 
et la direction de la tangente en ce point. Cette équation doit 
être regardée comme ayant une signification plus étendue que 
l’équation du premier ordre , puisqu'il ne suffit plus ici pour 
déterminer la courbe de se donner un de ses points; il faut 
encore se donner la direction de la tangente en ce point. 

On voit d’ailleurs, que le choix entre l’une quelconque des 
courbes qui peuvent être représentées par l’équation pro- 
posée dépend ici de deux quantités arbitraires dont l'une 

déterminerait ;/. et l’autre , quand on se serait donné x. 

•423. L’intégrale générale de l’équation du second ordre 
proposée devant offrir la même généralité que cette équa- 
tion, devra évidemment contenir deux constantes arbitraires. 
De plus cette intégrale devra satisfaire à l’équation différen- 
tielle proposée. Ces conditions suffisent pour que l’intégrale 
et sa différentielle représentent toutes deux le même système 
de. courbes. 

12 1. Considérons en général une équation primitive 



Ffx, y, a, b) — o 
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dans laquelle a et b sont deux constantes et où nous regar- 
dons y comme une fonction de x. (Jn pourra parvenir à son 
équation dérivée du second ordre de plusieurs manières dif- 
férentes : 1° en différentiant deux fois de suite par rapport 
à x, puis éliminant entre cette équation et ses deux différen- 
tielles les constantes a et b; 2" en différentiant une fois, puis 
éliminant successivement a et 6 entre l’équation primitive et 
son équation différentielle du premier ordre. On obtiendrait 
ainsi deux équations différentielles du premier ordre diffé- 
rentes l’une de l’autre , dont, chacune ne contiendrait qu’une 
constante arbitraire. Si l’on différentie ensuite chacune de ces 
équations , et si l’on élimine la constante qu’elle contient au 
moyen de la différentielle que l'on aura obtenue, elles con- 
duiront toutes deux à la même équation du second ordre , 
qui ne différera point de celle que l’on aura trouvée par le 
premier procédé. 

En effet, l’équation primitive F(r, y, n, b,) =0 doit être 
considérée comme représentant un double système de cour- 
bes ; savoir les courbes que l’on trouverait en faisant varier 
a , b demeurant constante , et les courbes que l’on trouverait 
en faisant varier b, a demeurant constante. Chacune des équa- 
tions dérivées du premier ordre dans laquelle une des con- 
stantes a disparu, répond séparément à l’un de ces systèmes. 
Quant à l'équation unique du second ordre, où aucune des 
deux constantes ne se trouve, elle appartient également aux 
deux systèmes de courbes, et exprime une propriété qui leur 
est commune. 

• - , % y , 

423. Soit par exemple l’équation primitive 

;/*+<7;/-|-6x= 0 (1) 

qui appartient à une parabole ayant son axe parallèle à l’axe 
des x , et passant par l’origine des coordonnées. En Grisant 
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varier a , b demeurant constante, on changera à la fois 1a 
position du grand axe et le paramètre , et en faisant varier b, 
a demeurant la constante, on changera seulement le para- 
mètre. L’équation différentielle du premier ordre est (en écri- 

, dy d’i/\ 

vnnt pour abréger ;/' et y" au lieu de ~ et ~- x \ 

I 

2 yy'+ ay'+ b — o ; (2) 

et en éliminant successivement a et b entre cette équation et 
l’équation primitive, on obtient les deux équations du pre- 



mier-ordre 

VV+%— a - »') = 0 (3) 

if--ixyy’+a(y—xÿ) = 0 (lt) 



qui appartiennent respectivement aux deux systèmes de pa- 
raboles dont on vient de parler. 

En différentiant l’équation (3) on a 

2 !/!/'*+ y , y”~ bxr/'— 0 ; 

et en éliminant b entre cette équation et l'équation (3), il 
vient pour l’équation du second ordre « 

y , y"+ 2 xy* =0. (5) 

En différentiant l’équation (i), on a 

2y' , + 2ÿÿ"+ ay"— 0 ; 

et en éliminant a entre entre cette équation et l’équation (4), 
on retrouve l’équation du second ordre (5). 

L'équation primitive et ses deux différentielles sont 

y*+ ay + bx = 0 , 

2j iy'+ ay'+ 6 = 0 , 

2!/'*+ 2j/y"+ ay" = 0. 
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Et en éliminant à la fois a et b entre ces trois équations , on 
retrouve également l’équation du second ordre (5). Cette 
équation , dans laquelle les deux constantes a et ô ont dis- 
paru , exprime une relation qui subsiste pour l’une quelcon- 
que des courbes paraboliques que peut représenter l'équa- 
tion (i), quand on y donne à ces constantes toutes les valeurs 
possibles. 

Les équations (3) et (4), contenant chacune une constante 
arbitraire, sont les deux intégrales du premier ordre, ou in- 
tégrales premières de l’équation (5). L’équation (t) contenant 
deux constantes arbitraires est Y intégrale seconde de cette 
même équation. Si l’on élimine y' entre les deux équations (3; 
et (4), on retrouve l’équation (t . 

420. En général , si l’on obtient par un moyen quelconque, 
deux équations différentielles du premier ordre satisfaisant à 
une équation différentielle du second ordre proposée, et con- 
tenant chacune une constante qui n'entre pas dans cette 



dernière équation , on obtiendra, par l’élimination de y' ou ~ 



entre les deux équations dont il s'agit, une équation primi- 
tive contenant deux constantes arbitraires, qui satisfera né- 
cessairement à l’équation proposée, et en sera l’intégrale 
générale. 

427. Les notions qui viennent d’élre exposées s’appliquent 
évidemment aux équations différentielles d’un ordre quel- 
conque. Une équation différentielle de l’ordre n a toujours n 
intégrales de l’ordre immédiatement inférieur, qui contiennent 
chacune une constante arbitraire différente. Toutes ces con- 
stantes doivent se retrouver dans l’intégrale générale, si l’on 
veut que cette équation ait la même généralité que l’équation 
différentielle proposée. En effet, une équation primitive et ses 
différentielles successives jusqu’à l’ordre n donnent 



» * 

' 
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équations au moyen desquelles n constantes arbitraires 
peuvent être éliminées. Si l’on connaissait les n intégrales 
premières de l’équation proposée, on pourrait en déduire 
l’intégrale n' eme , ou l'équation primitive, en éliminant entre 
ces n intégrales les n — 1 coeflicients différentiels, y', y", y” 


Ces notions paraîtront encore plus évidentes en considérant 
la formule de Taylor, 



dii„ x 1 

* = ».+ *^ + T 



d’.Vo , <>'U„ , 

dx‘ " +- 2.3 (Le' + 



d"y 0 
2 . 3 .Il dx' 



+ etc., 



qui donoe le développement de la fonction y en série ordon- 
née suivant les puissances entières de la variable x, au moyen 
des valeurs de cette fonction et de ses coefficients différentiels 
qui correspondent à x — Ô. Soit une équation différentielle de 
l’ordre n , 



,( „ „ du <Vy 

1 \ x,V '(Lc’ dx*’ dx> 



<t"y\ _ 

(lx n ) 



0, 



dont nous supposons ici que dépend la fonction y. Un dé- 
duira de cette équation différentielle l’expression de ~ en 

, , du d'y d'y d"-'y . ... 

fonction de x, y, ^ ^ ; et par suite les 

expressions des coefficients différentiels des ordres plus élevés. 

• dpi /a d H ^1/a 

Ainsi les valeurs de , — — ~ , — — etc., seront connues 
dx" ’ dx" +1 ’ «tr*+* ’ 1 

en fonction des valeurs de y„ , — — . Si 

’ dx dx' ’ dx' ’ dx"-‘ 

l’on substitue donc ces valeurs dans l’expression générale 
de y, on obtiendra une relation entre x et y qui sera le déve- 
loppement en série infinie de l’intégrale générale de l’équa- 
tion différentielle proposée, et dans laquelle ces dernières 
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quantités , qui sont en nombre n , demeureront entièrement 
arbitraires. 

428. Remarquons de plus que la formule de Taylor donne, 
en y faisant h = — x , 



_ dy x' d’y a? il'u 



y'=v- x dx + *d*-™ 



d'n 



2.3 dx' + 2.3.4 dx 



7 v k — etc., 

ft Ht* ’ 



et que si on l’applique aux fonctions —, etc. , on 

aura également 



d'h _ dy d’y , d'y x' dy v ePy 

dx ~ dx dx' ■ 2 dx' 2.3 dx' + 2.3.4 dx' ' 

d'y » _ d'y tf j* d\y _^_ d*.y . & d’y M 

d*» ~ it’ <fcr* + 2 dx' 2.3 «te* + 2.3.4 «te» ’ 

d*t / 0 _ d’ît d'V a -1 d'y x* d’y x ' d'y 

~dx' ~~dj*~~ X dx' + 2 7tÉ' ~ ‘15 «te 5 + 2.3.4 dx' — etC ’ 



Or, l'équation différentielle proposée étant de l'ordre n , 

donnera —■ et tous les coefficients différentiels des ordres 
<te" 

plus élevés en fonction de x,y, ^ —j|. En sub- 

stituant leurs valeurs dans les n premières de ces équations , 
on aura donc, conformément à ce qui a été dit ci-dessus, n 
équations différentielles de l’ordre n — i contenant chacune 

une. constante arbitraire différente y., ~~ , ....... 

J dx dx ! dx"-' 

Intégration des équations différentielles les plus simples 
du second ordre et des ordres supérieurs. 

429. Celte intégration ne 'peut être effectuée que dans 
un petit nombre de cas particuliers. Soit en premier lieu 
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<ÜU 

iLv‘ 



= X 



X désignant une fonction de x seule. Multipliant les deux 
membres par le facteur constant dx , et intégrant, il viendra 

d y- = Xdr , - A + / Xdx. 

dx de 

Multipliant une seconde fois par dx, et intégrant de nouveau 
on aura 



dy=Adx + dxJX(lx , et Ax + fdxfXdx, 

-, / 

pour l’intégrale demandée , dans laquelle A et B sont les 
deux constantes arbitraires. 

En intégrant par partie J dx fXdx, l’expression précédente 
de y pourra s’écrire 

< , 

y = B 4- Ax + xf Xdx — / Xxdx. 

. Si l'équatiou proposée était 



on trouverait de la même manière 

* 

y — C + ltr + -y- + / dx j dx / X dx s 
ou , si l’on veut 

y = C + IU- + ^ J Xdx — xf Xj dx + * / Xx-dx ; 

A, B, G étant les trois constantes abitraires, et ainsi de suite. 
11 est facile de reconnaître la loi de ces expressions. 



i 



Digitized by Google 



— 80 — 



430. Soit maintenant 1'cquation 




dans laquelle 1* désigne une fonction du coefficient dillërçn- 
tiel seulement, que nous désignerons pour abréger par y'. 
Celte équation peut s’écrire 




et l’on en tire d’abord 

i dy' . . . l'dtf 

dx= - p , et a; — A+ / -g. 

Un u de plus 

,Uj-ytlx=^- et 

éliminant y' entre ces deux équations, après avoir effectué 
les intégrations indiquées, on aura une équation entre x et y, 
qui sera l’intégrale cherchée , et dans laquelle A et B seront 
les deux constantes arbitraires. 

On peut remarquer que si la fonction P de l’équation pré- 
cédente contenait x avec y', la recherche se réduirait à inté- 
grer l’équation P dx — dy' — 0 entre les deux variables x 
et y'; et que si la fonction P contenait y avec y', il s’agirait 
seulement d’intégrer l’équation Vdy — ydy = 0 entre les 
deux variables ij et y'. 

431. Si l’on avait l’équation du troisième ordre 
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Q désignant une fonction du coefficient différentiel du second 

d i y 

ordre — ou y" seulement, on écrirait de môme 



d’où 




On aurait ensuite 




et 



x = A + 



f 



dy" 
Q ' 



puis 

% = ^ = « s =<HB* + /«' /«■ 



L’élimination de y" entre cette équation et l’équation 

x = A J’-jÿ- donnera l’intégrale demandée. A, B, C étant 

les trois constantes arbitraires. 

On continuerait de la même manière pour les équations 
analogues des ordres plus élevés. 

432. Soit encore l’équation du second ordre 



d’y 

dx'~ 



Y, 



dans laquelle Y désigne une fonction de y seule. Multipliant 
par dy et intégrant, il viendra 



dycffy 
ilx ’ 

d’où l’on tire 



Y dy, 



dx 



dy 



V 'A+ 2/.Y(/y 
2 * ksstt. 



( 2 )'- 



A + 2/Ydy; 



et t 



= ” + /ïî 



dy 



+2/Ydÿ • 
C 
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pour l’intégrale demandée, dans laquelle A et B sont les 
deux constantes arbitraires. 

433. Si l’équation proposée était 




P désignant une fonction de ou y' seulement, on remar- 

ax 

querait que cette équation peut s’écrire 

^v_p . • 

dx'~ ' • 

et que l’on en tirera comme ci-dessus 



dx= 



__ 



V'A+ 2/ Vdÿ ' 
Mais l’on a de plus 



et 



sc=B + 



/ 



M. 



v aWp3j/’' 



dy=y’dx^-JÉL=, d’où y’=C+ 

v'Â+a/Pdy’ J V A+27W 

En éliminant y ’ entre ces deux équations , on trouvera l'in- 
tégrale demandée , contenant les trois constantes arbitrai- 
res A, B, C. 

434. Ce procédé s’étend facilement aux équations des 
ordres plus élevés , dans lesquelles le coefficient différentiel 
est donné en fonction seulement du coefficient différentiel 
de l’ordre inférieur de deux unités. Soit l’équation 

*V- A 
dx‘~ y ’ 



Q étant fonction de -r^ ou y" seulement Cette équation re- 
ax 
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vient à 



d'y" 

dx' 



= Q> 



d’où l’on tire comme ci-dessus 
, dy" 

dx = — y x = 

VÂ+2/Qdy" 

L’on a ensuite 



=B + J 



rfy" 



vA+2/Orfÿ" 



dy’=y['dx=-jjLÊÉL==:, t/'=C+ . 

*/A+ 2 JQdy" J s/A+ 2 jQdy" 



*/; 



y"dy" 



Puis 



dy=y'dx=Cdx-r 



dy" 



* y=ü + Cx + 



y/A+îjQdy" 

rfy" 



. f y"rfy" 

V v / Â+w’ 



r rfy" r y“d \r 

J vA+HjQdy'J v A+2JQrfy"‘ 



L’élimination de y" entre ces deux équations donnera l’inté- 
grale cherchée. On remarquera que quand même cette éli- 
mination ne pourrait être effectuée, ces équations donne- 
raient néanmoins deux valeurs correspondantes de x et y , 
en lixant arbitrairement une valeur de y". 

435. Soit par exemple l’équation très-simple 



rf’y _ 



dx* 



=;fcy. 






k désignant un nombre positif. L’intégrale sera, d’après 
le n* 432, 

* =b+ /^otP = b+ 7 ’ l ( vsfi+ ' /rpïir ’) * 



d’où l’on déduit facilement (en changeant de constantes) 



<*? 
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Mais si l’on avait 



y = \p 



- y —kv 
dx» h, J' 



il viendrait 



c = B + / — =^iL==:B+-4rarc8in,v \/: 

J V/A-A»* V* V 



d’où l’on tire 



'-VI 



Y sin.v'fc(* — B), 



ou, ce qui revient au même (en changeant de constantes) , 
y = A sin. x y k + B cos.x y k. 

Ces deux intégrales peuvent évidemment se déduire l’une de 
l’autre, en ayant égard aux relations des exponentielles 
imaginaires avec les fonctions trigonoroétriques. 



Des fadeurs propres à rendre intégrable une équation 
différentielle d’un ordre quelconque. 

436. Soit une équation d’un ordre quelconque n, mise sous 
la forme 



(A) 



d n y , 

dx" 



f[x,\ 



<iy 

' dx ' 



(Py d-'y\ _ 

dx « dx~')-' 



et considérons une des équations de l’ordre (n — 1) dont on 
peut la déduire par l’élimination d'une constante arbitraire a. 
Ou peut supposer que l'élimination a été faite en résolvant 



l’équation de l’ordre (n — 1 ) par rapport à a, puis ditférentiant, 

J".. 

ce qui donne une équation de l’ordre n, où ~ n’entre qu à 
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la première puissance , mais avec un coefiicient, fonction de 
x, y et des dérivées de y jusqu’à l’ordre (n — 1). Il faudra divi- 
ser l’équation par ce coefficient pour obtenir la forme (A). Réci- 
proquement donc il existe des facteurs, fontions de x, y et des 
dérivées de y jusqu’à l’ordre (n — t), qui sont tels, que le pre- 
mier membre de l’équation (A) étant multiplié par l’un quel- 
conque d’entre eux , deviendra nécessairement une différen- 

d'-'y 



dx n -' % 



tielle exacte des quantités variables x, y, 

Soit, par exemple, l’équation du second ordre 
ÿ+f(x, y, y') = 0, 

où nous écrivons pour abréger y' et y" au lieu de ~ et 

dx dx 

et représentons par 

F(x, y, y', a) = 0 , 

l’équation du premier ordre dont elle dérive, a étant la con- 
stante que l’on a fait disparaître. Pour opérer l’élimination 
de a v on a pu résoudre l’équation F=0 par rapport à cette 
constante, puis égaler à zéro la différentielle de la fonction 
de x, y, y' trouvée pour valeur de la racine. L’équation ainsi 
obtenue peut s’écrire 

da du . du „ 

et en la mettant sous la forme 

da da , 
dx + dy ** 

* + da = ° * 
dy' 

elle devra devenir identique avec l’équation différentielle 
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proposée if -f f(x, y, t/)— 0; d’où l’on conclut que l'on a 
identiquement 

r ji -, _ v da da , da , . da „ 

& + V • VOT ^ ^ î/'+ f(y , y" : 

et comme le second membre est la fonction dérivée com- 
plète a' de la fonction de x, y, y' trouvée pour valeur de a 
en résolvant l’équation F = 0 , il en doit être de même du 
premier. Ainsi l’équation proposée devient immédiatement 

intégrable lorsqu’on la multiplie par 

Remarquons de plus que la rè^le pour les dérivées des 
fonctions implicites, appliquée à lequation F=0, donne 

*£ ' ’* ' 

dF dF da „ ... da du' 

dy' + di dÿ^ 0 ’ d0Ù dtf-~dF' 

da 

f * ^ 

• vT 

On a donc par ce qui précède 



da 



rfF 

g — 



ce qui montre qu’en multipliant l'équation proposée par le 
dF 

facteur ~ , le premier membre devient une différentielle 
dr 

da 

exacte dont l’intégrale est — a, la valeur de a étant donnée 
par l’équation F =0. 

D’ailleurs l’équation proposée deviendra également une 
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. . rfF 

différentielle exaete ; j>i on la multiplie par — dési- 
da 

gnant une fonction quelconque de a; puisqu’elle sera alors 
identique avec la quantité — <p(a).a'. Représentant par 4>(a) la 
fonction dont — (f(a).a’ est la fonction dérivée, l’intégrale de 
l’équation proposée sera donc =<‘onst., ce qui donne 
a=const. Et comme on doit remplacer a par sa valeur tirée 
de l’équation F=0, on voit que l’équation a=const., ne 
diffère point de l’équation F=0 dans laquelle a est regar- 
dée comme une constante arbitraire. 

437. On a vu ci-dessus, qu’une équation du second ordre 
avait toujours deux équations primitives ou deux intégrale* 
du premier ordre, contenant chacune une constante arbi- 
traire différente. 11 résulte de ce qui précède que chacune de 
ces équations donnerait des facteurs différents, également 
propres à rendre le premier membre de cette équation du 
second ordre une différentielle exacte. De plus , tous ces fac- 
teurs peuvent être compris comme il suit dans une formule 
générale. Soient 

F(x,y,y',a) = 0, et F,(x, y, y', 6) = 0 , 

les deux équations primitives du premier ordre de l’équation 
proposée, a et 6 étant les deux constantes arbitraires. On 
aura donc, d’après ce qu’on a vu plus haut, 

dF 

l »"+/•(*. y. y'J] 

rfa 

V, y')]^r =-b'. 
dé 
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soit maintenant ♦(a, b] une fonction quelconque de a, b. Mul- 
tipliant respectivement les deux ('quations précédentes par 

d*!* d*l* . . 

— , -jT - , et ajoutant, il viendra 
na db 



f d<l» dF 



|y"+A'*. y . !/') 1 1 



da dy' db 
dF ~ + dF, 



d0> d]V 

dy' 



da 



db 



/d4» d < P \ 

= ~U a+ d6 6 )* 



et comme le second membre est la fonction dérivée complète 
de — +(a,6), il s’ensuit que l’équation proposée étant mul- 
d<l> dF dd> dF, 

, 1 da du' , db du' . . , 

tipliec par le facteur — -t — ^ -, devient une fonction 

da d6 

dérivée complète, dont la fonction primitive est — «l>(a,6) = 
cpn.il. 

Comme on peut prendre une autre fonction quelconque 
V(a,6), qui conduirait à l’intégrale — V(a,6)=con*/., on en 
conclut a=const. et b=const. pour les deux intégrales de 
l’équation proposée, a cl b étant déterminées respective- 
ment, par les équations F=0 et F, = 0. 

Les notions précédentes s’étendent facilement aux équa- 
tions différentielles d’un ordre quelconque. 



Intégration des équations linéaires à deux variables d'un 
ordre quelconque. 

438. On nomme linéaires les équations dans lesquelles 
la fonction y et ses coefficients différentiels n’entrent qu’à 
la première puissance. Elles sont généralement de la forme 
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d'y p rf "-'y 
dx' dx'~' 



~d'-*y 
+ Q d^= i+ ’ 



+vy=\’ (i) 



P,Q, U,V représentant des fonctions quelconques de la 

variable indépendante r. 

Nous considérerons en premier lieu l’équation 



d~y . n d *"'y , ~d*-'y 



dx" 



+ ï 'dx i -' +Q ^-' + + l l/= 0 * 



dx"-* 



( 2 ) 



dans laquelle les cocflicients P, Q, U seraient des quan- 

tités constantes, c'est-à-dire indépendantes de x et y. Il 
s'agit d’intégrer cette équation, c’est-à-dire de trouver une 
expression de y en fonction de x qui y satisfasse, et qui 
contienne n constantes arbitraires de plus que n’en renferme 
l’équation différentielle proposée. 

Si nous supposions y = e ,T , nous aurions en général 
d'y 

■j~z= p'e r *; et en substituant cette valeur dans l’équation 
proposée , il viendrait 

p n + pp»-l + Qp»-! + + U = o (3) 

Par conséquent, si l'on prend pour p une des racines de 
l’équation (3) , la valeur y = e r * satisfera à l’équation (2) ; ce 
sera une valeur particulière de la fonction y. Et comme 
l’équation (3) aura en général n racines différentes, que nous 
désignerons par p’, p",p", p ;n) , nous aurons de cette ma- 

nière n valeurs particulières de la forme e rI , qui toutes satis- 
feront à l’équation (2). 

En multipliant chacune de ces valeurs par un coefficient 
constant, elles ne cesseront pas de satisfaire à l’équation (2). 
De plus cette équation sera également satisfaite par la somme 
de deux ou d’un plus grand nombre des valeurs dont il 



Digitized by Google 



— 90 — 



s’agit. Il résulte de là qu’au moyen des n valeurs particu- 
lières correspondantes aux racines ...... p ( *\ on peut. 

former l’expression 

y=k'<*'“ 4- k"c*"*+ a '"(»"*+ +Al"W* , * t 

qui satisfait à l’équation différentielle proposée, et qui, con- 
tenant les n constantes arbitraires A', A", A", A 1 "*, en est 

nécessairement l’intégrale générale. 

139. Si l’équation (3) avait des racines imaginaires, la 
méthode précédente s’appliquerait également , les exponen- 
tielles imaginaires pouvant être remplacées par des sinus et 
cosinus d’arcs réels. Soient en effet a + 6 \J — 1 et a — 6 \J — 1 
deux racines imaginaires de l’équation (3). Les valeurs par- 
ticulières correspondantes seront 



ou 



A' e *(a+6 V '- 1 ) + A « e r ( «_e v ' _t, ^ 



ou 



•e«*(A'e&V-‘ + AV-W^), 
e“[(A'+A")cos.&r + (A'— A")^pt. sin.6x] , 



ou , en écrivant B' et B" à la place de 

(A- A'OV^T, 

e“*(B' cos. 6® + B" sln.fc) , 



A' -f- A" et 




B’ et B" représentant de nouvelles constantes arbitraires. 

MO. Si l’équation (3) a deux ou plusieurs racines égales, 
la méthode dont il s’agit parait en défaut. L’intégrale prend 
alors une forme particulière que l’on peut trouver de la ma- 
nière suivante. Supposons d’abord que les premières racines 
p' et p" diffèrent très-peu l’une de l’autre , en sorte que l’on 
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puisse écrire p" = p' -f- w, u> étant une quantité très-petite. 
La somme des deux valeurs particulières correspondantes 
sera donc 

A'e*' 1 + A "(»'+“> = e*'*(A'+ A"*?®**) , 
ou en développant l’exponentielle e wx , 

e?* ^A'+ A"+ AVr + A" -f etc. ^ . 

Si maintenant on suppose que w devienne infiniment petite , 
rien n’empéche de prendre les valeurs de A' et A" telles 
que A"m conserve une valeur finie et arbitraire, ce qui 
suppose A" infiniment grande, et que A'-f-A" conserve 
également une valeur finie et arbitraire, ce qui suppose A' 
aussi infiniment grande, et de signe contraire à A". Quant 
aux termes contenant les puissances supérieures de n>, ils 
devront être négligés. La somme des deux valeurs particu- 
lières dont il s’agit deviendra donc dans le cas de deux ra- 
cines égales à p', 

<*"{V+Wx), 

B' et B" désignant deux constantes arbitraires. 

Le même raisonnement s’appliquerait au cas où les trois 
racines p', p", p” seraient égales entre elles. Supposant 
p'" = p'-|-a>, nous aurions donc pour la somme des trois 
valeurs particulières correspondantes 

r**(k'+ A"x) + A"c(p'+“)» , 

c’est-à-dire 

r<«(A' + A"* + A w + A’"<*c + A”^ +A*'y^ +etc.). 
Admettons maintenant que <*> devienne infiniment petite. 
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Nous pourrons néanmoins prendre A', A", A" telles que les 

W 

quantités A' -|- A'”, A" -f A’"to, — — — conservent des valeurs 

I» 

finies et arbitraires. Supprimant d’ailleurs le terme conte- 
nant u> ! et les termes suivants, il restera pour la somme des 
trois valeurs particulières dont il s’agit. 

c*"* ( B' + B"x + ). 

Un procéderait de la même manière dans le cas où il y 
aurait un plus grand nombre de racines égales; et l’on voit 
qu’en général l’existence d’un nombre r de racines égales 
à p dans l'équation (2J donne lieu à autant de valeurs parti- 
culières dont la somme est exprimée par 

* B''.r + }rx , 4- + B'-'V- 1 ). 

e ‘ 

itl. Revenons maintenant à l’équation (I) dans laquelle 

les quantités I\ Q U, V sont en général des fonctions 

quelconques de x. On remarquera d’abord que si le terme V 
était nul, c’est-à-dire si l’on avait simplement 



t üy + p 

(lx H rir" -1 



+q <l^ + - 



f Uy=0, .... (4) 



cette équation aurait, comme l’équation (21 , la propriété 
d’étre satisfaite par la somme de plusieurs valeurs particu- 
lières multipliées chacune par une constante, ainsi qu’il est 
aisé de le reconnaître. Il suffirait donc alors de connaître un 
nombre n de valeurs particulières pour avoir immédiatement 
l'intégrale générale demandée. 

142. Lorsque le dernier terme V subsiste dans l'équa- 
tion (1), elle ne présente plus la même propriété. Néanmoins 
l’intégrale générale peut être obtenue au moyen de la mé- 
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thode suivante lorsqu’on connaît n valeurs particulières qui 
satisfont à l’équation (4). 

Soient Y', Y", Y"’, Y w les n valeurs particulières dont il 

s’agit. Nous en formerons l’expression générale 



y = A'Y'+A" Y"+ A"'Y”+ + AI") Y'*), 

dans laquelle A’, A", A”’, A**' désignent maintenant des 

fonctions indéterminées de x. En prenant les différentielles 
successives de cette expression , on aura d’abord 



f =4 .«: +A ."' +A .ÿr + . 

dx dx dx clx 



. + A<") 



dY» 



, ri A' , dA" v „ dA” v ,„ 

+ dJ Y + W Y + dF Y + - 



dx 



et nous égalerons la seconde ligne à zéro, en regardant les 

fonctions A', A", A", A ln) comme assujetties à satisfaire à 

cette équation. H viendra alors 



d’y 
dx’ ' 



K ,d\T 
dx * 



dx’ 



, d’Y" 
dx 3 



dA' d T dA" dA" dA” dY" 

. .... I . . — . _ 

dx dx dx dx dx de 



+ A(”> 

+ 



ePYt») 
dx * 

dAW dYCt 
dx dx 



Égalant de même la seconde ligne à zéro , il viendra 



d'u d 3 Y' d’Y" d'Y" 

“ — 4' I»// 1 - i A* i 

t — ** -*-•» "T** "T’A i , T* 



dx 5 ’ 



dx’ 1 “ dx ' dx 
dA' d’Y' . dA" d‘Y" . dA” d'Y” 



d 3 Y<») 

+ A( . , T Y r 



dA'-") d*Yt«) 



”** dx dx* dx dx * dx dx* dx dx * * 



où nous égalerons la seconde ligne à zéro ; et ainsi de suite. 
Nous parviendrons de cette manière à , ’ 
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d"u ri» T' d* Y" 

dx» _A dx* + dx* + 



■Æc-“ + + A< >_ dr^ 



dA' d-'ï' . d\" d-‘ï" . dA'" d-'T' 



dx dx' 



fl r is~i /I J- 



dx * -1 dx 



dx' 



i=T+* 



dA*") d*-’ri«) 
dx dx * -1 ’ 



et nous égalerons la seconde ligne à V. 

Cela étant posé, il est visible que les valeurs y = Y', 
y=Y",y=Y"', y=Y (,,) satisfaisant séparément à l’équa- 

tion (4), l’expression générale suivante y=A'Y'-f-A"Y*-j- 
A"T* A'-’Y 1 * 1 satisfera également à l’équation (1), 

pourvu que l’on regarde les fonctions A', A", A", A 1 ’ 1 

comme assujetties à vérifier les n équations 



S r+ ^ï"+ ^'"+ + Y( " ,=0 * 

dA’ dY' , dA" dï” dA" dY 1 " ^ dA^ dY^ _ n 

dx dx + dx dx dx dx dx dx ~ ’ 

dA' d*r dA" d*r dA" dT" dA ( "' d»Y-~»> 

dx dx* dx dx’ dx dx* dx dx’ P 1 



dA' d-'Y' dA" d-’T" dA" d-’Y ' 1 dAW d’-'YC») 

dx dx *" 1 dx dx * -1 dx dx * -1 "" dx dx * -1 

Or, ces équations étant linéaires donneront toujours pour 
dA' dA" dA" dAf> 

les fonctions -r— , -r— , -t— — ; — , des valeurs détermi- 

dx dx dx dx 

nées que nous représenterons par * ,n K L’expres- 

sion de l’intégrale générale cherchée sera donc 

y=aY'(a'+;dx.4>')+r(a"+/dx.<I>")+...+Y(»)(a<»)+/<ir. , h< ,, J), 

et contiendra les n constantes arbitraires a', a", cé*J. 

443. Si l’on ne connaissait qu’un nombre de valeurs par- 
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ticulières moindre que le nombre n qui exprime l’ordre de 
l’équation différentielle proposée , la méthode précédente ne 
pourrait pas être appliquée de la même manière. Les fonc- 

d\' d\ ,f dA. m 

tions — , — - , — — , etc., n’étant plus en assez grand nombre 

U JC (UC CUC 

pour que l’on pût poser toutes les équations nécessaires pour 
{aire disparaître les secondes lignes des expressions des diffé - 
rentielles —, etc., on serait obligé de laisser sub- 

sister dans ces expressions les différentielles supérieures de 
quë!ques-unes des fonctions indéterminées A', A", A"’, etc. 
La recherche des valeurs de ces fonctions exigerait donc 
l’intégration d’une ou de plusieurs équations différentielles. 
Si le nombre des valeurs particulières connues est n — 1 , 
l’intégration générale peut toujours être obtenue , parce que 
la détermination des fonctions A', A", A"; etc., n’exige alors 
que l’intégration d’une équation différentielle linéaire du 
premier ordre, intégration qui peut toujours être effectuée 
conformément au n° 387. 

444. Dans le cas particulier où les coeflicients P,Q, U 

d e >’ équation (1) sont des nombres constants, le dernier 
terme V seul étant une fonction de x, les valeurs parti- 
culières Y', Y", Y", Y 1 ”’ sont connues, conformément à 

ce qu’on a vu n° 438, puisqu’elles sont exprimées par 

e T ”,e?" x ,c r "' x , en désignant par p’, p", p‘“, p ( * ) 

les racines de l’équation (3). La méthode précédente 
donne donc facilement l’expression de l’intégrale cher- 
chée. 

445. Soit, par exemple, l’équation du second ordre 






Digitized by Google 



Désignant par p' et p" les racines de l’équation 
p' + Pp + 0 = C ; 



l'expression générale de y sera 



y — Ke>“* + , 



et les fonctions A’ et A" seront assujetties à satisfaire aut 
équations 



1 T ~ eV * + 7T “ cP "'’ =0 < 
dx d r 

d ~ p'C‘ , *+ P"cr"*=z\’. 

dx r dx r 




On en déduit par l’élimination 



dM _ v.c-v' 

dr — p'—p" ’ 
dk" _ X.<T*"* 
dx ~~ p"—p' * 



d’où 

d’où 



,, a'+ fdx.X (•-*'* 
\ 

p — pf 

(ï'+fdj-.Xe-*"* 
~ P”— P' 



d et a" étant les deux constantes arbitraires. L’intégrale de- 
mandée est donc 



(a'+J(Lr.Xe-ï‘)c’''* — (a"+fdx. Xe-r"^'* 

p-r 



446. Si les racines de l’équation p ! -}- Pp -j- Q == 0 étaient 
imaginaires et désignées par «±6v — i , on prendrait 
d’après le n° 439, pour l’expression générale de y, 

y — A’f“ cos.£x + A "c**- sin.Éx. 

Les fonctions A’, A" seraient assujetties à satisfaire aux équa- 
tions 



Digitized b y Google 




— 07 — 



~ e** cos. iir 4 - c** sin. Sx = 0 , 

dx dx 

-g- («r** cos. Sx — Êc-^sin.Sxj + («e* r *in.6j:+£e* r cos.€x;=V f 

d’où l’on déduit par l’élimination 



<ty 


Ve-a*sin.6x 


et 


a' — jrfx.W-*®sin.5x 


dx 


6 


A ~ 6 


dk" 


Ve~«ucos.6x 


et 


. „ a" +)dx. Ve _xr cos. Sx 


dx 


6 


A ~ 6 



L'expression de l’intégrale générale est donc ici 
,, [a’— ! dx. Ve-**sln. 6 x)cûs. £x+(a"+ /(ü'.Vc" lT cos. 6x)sin. ix 

ÿ_e - . 

Ul. Si les racines de l’équation p ! + Pp + Q = 0 étaient 
égales entre elles, l’expression de y du n° -143, se rédui- 
rait à g. On en trouverait la véritable valeur en différentiant 

le numérateur et le dénominateur par rapport à p", puis 
faisant p"'=p’, ee qui donne 

y — — ( J dx.x\c-*' z )e’‘’f 4 [a" 4 / dx. 

Comme les limites inférieures des intégrales demeurent 
arbitraires , on peut rétablir dans le premier terme la con- 
stante a', et écrire 

y — («' — Jdx.x\e~f*)e^ £ 4 («"4 Sdx.V<r?‘)xi*'*. 

Cette formule, dans le cas où V = 0, se réduit à 

y = i'u'4 a"x)e>'‘. r • . 

comme cela doit être d’après le n° Ü0. 

5* ASSKE. ' î 
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Ü8. L’intégration des équations linéaires du second ordre, 
donne immédiatement la loi des températures permanentes 
d’une barre ou d’un anneau dont la section transversale est 
nniforme et fort petite. 

Concevons une barre cylindrique ou prismatique d’une 
longueur infinie dont une extrémité placée dans un foyer de 
chaleur est maintenue constamment à la température tî. Cette 
barre est placée dans l’air à la température 0. La chaleur 
communiquée par le foyer se propage dans la barre, l'échauffe 
progressivement, et se dissipe en partie dans le milieu envi- 
ronnant. Après un temps suffisant, 11 s'établira dans toute 
l’étendue du prisme des températures constantes dontil s’agit 
de connaître la loi , et qui sont évidemment déterminées par 
cette condition, que chaque partie reçoive du foyer par une 
de ses extrémités, une quantité de chaleur égale à celle qü’eile 
transmet aux parties suivantes et qu’elles perdent pat leur 
surface extérieure. 

Les dimensions transversales de la barre étant supposées 
très-petites, on peut regarder comme égales les températures 
de tous les points d’une même section. Nous désignerons 
par 

O l’aire de la section transversale de la barre ; 

y le périmètre de cette section ; 

x la distance au foyer d’une section quelconque de la 
barre; 

ti la température qui a lieu dans cette section ; 

K, h les conducibilités intérieure et extérieure de la sub- 
stance de la barre. 

Considérons l’élément de la longueur de la barre compris 
entre les sections placées aux distances x et x -f- dx. La sur- 
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face de cet élément étant ~[dx, la quantité de la chaleHr perdue 
par sa surface extérieure dans l’unité detemps,est h-;d x.v ; et. 
par conséquent , la portion de chaleur perdue dans le même 
temps, par la partie de la barre qui est à la suite, est exprimée 

/•><» 

par l’intégrale hf I vdx. Mais d’une autre part, la tempé- 
rature de tous les points d’une même section étant supposée 
la même, la chaleur traverse l’élément dont il s'agit, de la 
même manière que cela aurait lieu pour un solide infini 
compris entre deux plans parallèles. L’épaisseur du solide 
est ici dx, et les températures extrêmes sont e et v -f- de. 
La quantité de chaleur qui le traverse dans l'unité de temps 

est donc — Ku ( ~. Ainsi nous avons pour exprimer la con- 
dition énoncée, l’équation 

qui donne en différentiant 






On parvient également à cette équation en remarquant 
que — Kû — représentant la quantité de chaleur qui traverse 
dans l’unité de temps la section de la barre placée à la dis- 
tance x du foyer, on aura — Ko + d. pour repré- 
senter la quantité do chaleur qui traverse dans le même temps 
la section placée à la distance x -f- iLx. Or, la différence de 

d'e 

tes deux quantités, qui est Ku —dx, doit nécessairement 
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être égale à la quantité de chaleur h;dx.v qui se dissipe par 
la partie de la surface correspondante à l'intervalle dx. On a 
donc comme ci-dessus 



ku dx — hydx . u , 



ou 



d ! o /«y 
dx'~ KQ V ' 



■444. l/intégrale complète de cette équation différentielle 
est, conformément au n° 445, 

*•-’ /y 

r=A.c- fVkü +ü.c rVKû> 

e représentant la base des logarithmes hyperboliques, A et B 
les deux constantes arbitraires. Mais il est visible qu'ici la 
constante B doit être nulle, car la valeur de v ne peut croître 
indétlniment avec x. De plus , comme on doit avoir « = t 
quand x = 0, la constante A doit être égale à U. L’expression 
demandée des températures permanentes est donc 

./H. 

r = C.«T*V ku 

Ainsi , les températures des divers points du prisme étant 
représentées par des nombres , les distances de ces points au 
foyer sont représentées par les logarithmes correspondants. 
Dans deux barres de même substance, les distances du foyer 
* où l'on observe la même température sont proportionnel s 

à la quantité y/-, ou à la racine quarrée des dimensions 

homologues si les sections sont semblables. Dans deux barres 
de substances différentes, ces mêmes distances sont propor- 
tionnelles au rapport l/kir. Les observations de ce genre 
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peuvent faire connaître pour divers corps la valeur du rap* 

U 

port - des doux conducibilités. On a même cherché à faire 

servir les observations dont il s'agit , à déterminer les valeurs 
relatives de la conducibilité intérieure K, en recouvrant chaque 
prisme d’une couche de vernis, dans la vue de leur donner la 
même conducibilité extérieure, procédé qui ne présente peut- 
être pas toute l’exactitude nécessaire. 

430. On déduit d’ailleurs facilement de l’équation précé • 
dente toutes les circonstances du mouvement de la chaleur 
dans les différentes parties du prisme. La quantité de chaleur 
qui traverse dans l'unité de temps la section placée à la dis- 
tance jt du foyer, est 



— KU. 



il v 
(l.r 



U. \hk.~il.e 



. *7 

Kli 



et par conséquent, la quantité de chaleur qui sort du foyer, 
et qui se dissipe dans l’air par la surface entière de la barre, 
est . dans le même temps, 

C. v'ÀK.'tü. 

Cette quantité est donc proportionnelle à la puissance ^ des 

dimensions homologues pour des barres de même substance 
et de figures semblables. 

43 i. Admettons maintenant qu'il s’agisse d'une barre pris- 
matique d'une longueur déterminée représentée par a, et dont 
les deux extrémités soient maintenues respectivement aux 
températures constantes U et V. La loi des températures 



s 
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permanentes sera toujours donnée par l’équation différentielle 
du n° 448; mais dans l'intégrale générale du n° 440 , que 
nous pouvons écrire 

v = A.e^-t- B.eXr, 

en posant pour abréger = X , on devra déterminer les 

constantes arbitraires A et B de manière que t» = U lorsque 
x = 0, et t> = V lorsque x = «. Cette intégrale deviendra 
alors 

ü(<r*«-*) — e X "- l) ) + V(e-^ - f Xr ) 

———— , 

expression qui donnera les températures d’un point quelcon- 
que de la barre compris entre ces deux extrémités. 

452. Les résultats précédents ne supposent pas nécessai- 
ment que l’axe de la barre soit rectiligne. Les dimensions de 
la section transversale étant supposées très-petites, on peut 
attribuer à cette barre une figure quelconque, et même sup- 
poser que ses deux extrémités sont réunies, de manière à 
former un anneau. La formule du numéro précédent expri- 
mera toujours les températures permanentes d’une portion de 
la barre comprise entre deux foyers , dont l’intervalle est a , 
et qui sont maintenus respectivement aux températures L’ 
et V. 

Si la barre forme un anneau , et s'il n’y a qu'un seul foyer 
maintenu à la température U , on aura évidemment dans toute 
l’étendue de l’anneau 

__ e \»-x) Xr r \r 
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f X'ji—i) /Xa 

e >*+ 1 ’ 




a désignant la longueur de son périmètre. Si l’on veut 
. compter les x du point de l’auneau opposé au foyer , et qui 
partage le périmètre en deux parties égales, on aura 




C—Xr -g fXi 

m' 



On ne donnera à x dans la première de ces formules que des 
valeurs comprises entre 0 et a , et dans la seconde que des 

valeurs comprises entre — ° et + ^ . 

4o3. Considérons trois points de l’intervalle compris entre 
deux foyers situés aux distances x, x + * et x 2a de l’ori- 
gine des x. En désignant respectivement par » 0 , », , », leurs 
températures, on aura, d’après l'équation générale du n° 4SI 

» 0 *= A.e— , 

», = A . e— Hr+*)+B . e V*+«) , 

», = A.e- v t+2*)+B.c v -r+^ . 

Pour 

»„ + », Ae— '^(l+e— + -fc ÎA1 

ou bien 

V, 
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On voit donc que l’état permanent des températures d’une 
barre ou d’un anneau est toujours tel, que prenant entre deux 
foyers plusieurs points également espacés, et considérant 
trois de ces points placés les uns à la suite des autres, la 
somme des températures des points extrêmes, divisée par la 
température du point intermédiaire, présentera toujours une ♦ 
même valeur qui dépend uniquement de la distance « des 
points dont il s’agit. Ce résultat remarquable a été vérifié par 
l’expérience. 



XXXIV. RUMINATION DES VARIABLES ENTRE LES ÉQUATIONS DIFFÉ- 
RENTIELLES SIMULTANEES. — INTEGRATION DES EQUATIONS LINEAI- 
RES SIMULTANÉES. 



•ioi. Considérons plusieurs variables x,y,z, etc. , regardées 
comme des fonctions d’une autre variable indépendante v, et 
admettons que l’on ait plusieurs équations entre les variables 
x, y, s, etc., et leurs coefliçients différentiels 



dr rf’x 
du ' du * 



, etc... 



. d, J d'y etc 
’ do' do * ’ ew "’ ’ 



dz d'z 
du * du* ’ 



etc... 



Si les équations dont il s’agit sont en même nombre que les 
variables x, y, z, etc. , on pourra toujours déduire du système 
de ces équations, des équations différentielles séparées con- 
tenant une seule de ces variables avec la variable indépen- 
dante v. L'intégration des équations proposées, c’est-à-dire 
la recherche des expressions générales de x,y,z,e te., en 
fonction de la variable indépendante, serait ainsi ramenée au 
cas d’une seule équation différentielle entre deux variables. 

En effet , supposons que l’on n’ait que deux équations entre 
les deux variables x et ;/, et leurs coefficients différentiels pris 
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par rapport à e. Soit m l’ordre de la première équation par 
rapport à y, et n l’ordre do la seconde équation , par rapport 
il la même variable. On différentiera n fois la première équa- 
tion, et m fols la seconde, ce qui donnera, en comprenant Ips 
équations proposées, équations, au moyen des- 

quelles on peut éliminer la variable y et ses coefficients diffé- 
rentiels — , etc., jusqu’à l’ordre m 4- n. Il restera 

do dv- de’ ^ 

une équation qui ne contiendra que la variable x seule et ses 
coefficients différentiels. On obtiendra de la même manière 
une équation en y. La même remarque s'applique au cas où 
le nombre des variables et des équations proposées est plus 
considérable. On voit de plus que, si les équations différen- 
tielles proposées sont linéaires, l’élimination dont il s’agit 
conduira à une équation finale également linéaire. 

455. On peut, dans quelques cas, et particulièrement lors- 
que les équations différentielles simultanées sont linéaires et 
à coefficients constants, obtenir directement des équations 
primitives dont on déduirait les valeurs générales des varia- 
bles. Considérons d’abord deux équations du premier ordre, 
qui seront généralement de la forme 



, s + <, * + . Sr + , * = ' 
p » + «'§ +s * +r »- t - 



Par une élimination facile , on peut les ramener à la forme 
plus simple 



g+S* + T, = I» } 
■J.+ s-ar + rr-ir) 
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Nous regarderons en général S, T, U, S', T, U' comme repré- 
sentant des fonctions quelconques de t\ La difficulté consiste 
ici en ce que les deux variables x, y, se trouvent à la fois 
dans les deux équations proposées, et il s'agit de remplacer 
ces deux équations par deux autres qui ne contiendraient 
chacune qu’une seule variable avec la variable indépendante 
t\ Pour y parvenir, on multipliera la seconde équation par 
un facteur <1* qui sera une fonction indéterminée de v, et on 
l’ajoutera à la première , ce qui donnera 
, « * 

~ + * d J' t ; + (S + + (T + T'«% = U + ü'4*. 

IV plus on posera x -f- <t>y = u , d’où 



.* = » — • l>y, 
dx .du du d*l> 
dv + *dv ~dv~dv' J ' 

u étant une nouvelle variable. Ces valeurs étant substituées 
dans l’équation précédente la changeront en 

+(S+S'<J>)«— y | +rs+S'»b)«I']— {T+T'<1>) j =Ü-t-U’<t> ; 

et en déterminant la fonction <t> de manière à satisfaire à l'é- 



quation 

rM> 

+(S+S'<M , — ;T+ T '«1 , )= 0 (2) 

il restera à intégrer l’équation 

+{S + S't*)« = B + B’4». {3 
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L’équation (2) ne contient que les variables 4* et v. Si l’on 
peut trouver une valeur pour <l> qui satisfasse à cette équa-> 
tion, on la substituera dans l’équation (3), qui ne contiendra 
plus que les variables u et v, et qui rentrera dans les cas traités 
n° V38 et suivants. 

LSti. Si les coefficients S, T, S', T' des équations (i), sont 
constants, on pourrait satisfaire à l’équation (2), en prenant 

pour 'I» un nombre constant, ce qui donne ~ =0, la valeur 
* _ dv 

de ce nombre étant déterminée par l’équation du second 
degré 

» (S + S'<!>)4> — (T+r<l>) = 0 (4) 

En appliquant d’ailleurs à l’équation (3), la méthode du 
n° 386, on trouvera pour l’intégrale de cette équation 

« = e- ,8 + sf ^>[«+/rfef0+0‘#)^ . . . >5) 



a étant la constante arbitraire. On doit mettre dans cette 
expression à la place de ‘I> , les deux valeurs qui satisfont à 
l'équation (i); en les désignant par «l», et «I»,, et remplaçant 
m par son expression en r et y, on aura les deux équations 
primitives 

- . - tf- - 



*4-4> 1 sr=?e*- , 9+s'<t>iy[<i ) +/d(,-(u+u'<i> l ).e's+S’<t>iV] . * 

.r +4>^=e-(S +8 , *j>[d s +/du(U + U'«t> s ) . eis+s 1 *,,.] , 

au moyen desquelles on pourra déterminer les expressions de 
chacune des variables a: et y en fonction de r. 



437. Si les racines de l'équation (4) étaient imaginaires, 
et désignées par a ± 6 y — 1 , l’équation (2), à laquelle la 



quantité <t> doit satisfaii'e , pourrait alors se mettre sous lu 
forme 



ou bien 



2+siî* -*o*+«n =°. 



„ + S’dr = 0 ; 

4» — 6* 



dont l'intégrale est 



i <l> — * _ 

„ arc. tan?. — — = C 

6 O 




C désignant une constante arbitraire , et donne 
. <!> = » + 6. tang. Z'C — SV'. 

En donnant à la constante C deux valeurs particulières quel- 
conques; en supposant par exemple 60=0 et 60 = - , on 
aura les deux valeurs 

«!> = * — 6.tan?.5SV et <l> = a + S. cot.€SV, 



qui étant substituées successivement dans l’équation r» . 
donneront les deux équations nécessaires pour déterminer r 
et ;/ en fonction de r. 

Si les deux racines de l’équation (4) étaient égales entre 
elles , et représentées par ? , l’équation (2) se mettrait sous la 
forme 



ou 




-f S 'tir — 0 ; 
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dont l’intégrale est 



C désignant toujours une constante arbitraire ; d'oii l’on tire 



En donnant à C deux valeurs particulières quelconques, sup- 
posant par exemple C = ae et C = 0 , on aura 



valeurs qui devront être substituées comme ci-dessus dans 
1 équation S 

458. Supposons maintenant que l’on ait trois équations du 
premier ordre entre les variables x, y. * et la variable indé- 
pendante r, qui, d’après ce qui a été dit n° 455, pourront 
toujours se ramener à la forme 



On multipliera respectivement la seconde et la troisième 
équation par les facteurs indéterminés <1> et M‘, et on les 
ajoutera à la première , ce qui donnera 





-f* 8’a? + *1 // + L’î — \ , 



= \'\ 



d f + <l> T T d j Z + ;s + S'«l«+ S"H> + (T+T'-N-rfjy 
llv I lo ou 



+ U + U''l'+U"ï> = V+V'<t'+V"T. 
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On posera ensuite 

x-ffl'y-f 'I>= h , d’où x — U — d'y — H';, 

dx . du ,„dz du d‘\' d'I* 

dv dv dv ~ ’ dv dv ^ dv~’ 

u désignant une nouvelle variable. Ces valeurs étant substi- 
tuées dans l’équation précédente, il viendra 

'l'J +(S+S'4>+S"»>— ÿ[ ™ +(S+S'<I>+9"H , )4>— (T+W+ni ] 

+(S+S'4>+S"Vj'f— (U+Ü'«1«+Ü"^]=V+V*+V T. 

Ainsi, déterminant «1> et de niauière à satisfaire aux deux 
équations 

~ +(S+S«l>-fS"V)^ — (T+T'4>+r , M‘J= 0 , 
d'y 

— - + ;s+ S*+8m*' — (tl+U'*l> + U"M) =, 0 ; 

il restera à intégrer 

à» +( s + s ' ,|> + ii = V+V4>+V'4'j 

entre les seules variables u cl e. Les équations seront doue 
résolues si l’on peut trouver des valeurs de et qui satis- 
fassent aux deux équations dont dépendent ces fonctions. 

l.‘>9. Si l’on admet, comme dans le n° 4'>G , que les coelli- 
rients S, T, U, S', T, L", S", T", U" des premiers membres 
des équations projKJsées soient des nombres constants , on 
pourra prendre pour ‘1* et H’ des valeurs constantes, déter- 
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minées par les équations 



(s+s’<i>+s" , r>i>— ;T+T'‘i>-t-T"M'; = o , 

(S+S'<P+S "'T;'F — (U+tr<P+U"M') = 0 , 

et comme les équations finales donnant les valeurs de <P et H* 
monteront au troisième degré, on aura trois systèmes de va- 
leurs que nous désignerons respectivement par *1’, et H' ( , <1*^ 
et Y,,*, et Y,. 

L’intégrale de lequation entre u et e étant d’ailleurs 
n=c- > s+s , *+s"*r.i ( a +/d t >{ü+|j'«l»+i]"q , j. e (s+s'++s' , »i>.], 
nous aurons les trois équations primitives 



*+'l> 1 y+ , l'|Z=C— (S+S'*i + S"'t',: r [ < |,- t -/di> 1 ;l)-|-t)'<P 1 -t-0 , ^I' 1 ).e\S+S , 4>i+S"'l‘, r], 
x+ «Ii jy+ q- s 2 = e-'s+s'<l- ! +s"'l% , [ ûj+ /rfvx + ü'.p,+ü"M- ! ] . < *s+s'f>,+S"Y.'r] , 
X + 'Pj 2 + 1 t'jJ/=c—S+S l l > j-rS' , H' 3 r[a J -)- + C !i + S< t’3+ s "tVK'] , 

qui détermineront les valeurs de x, >j, z en fonction de v. 

La môme méthode s'applique aux cas oii l'on a un plus 
grand nombre de variables et d'équations différentielles, et 
l’on voit que ces équations s’intégrent toujours lorsque les 
coefficients des premiers membres sont constants. 

UH). Nous avons supjiosé jusqu'ici que les équations diffé- 
rentielles proposées étaient du premier ordre. Le cas oii ces 
équations sont du second ordre et des ordres supérieurs est 
ramené au précédent de la manière suivante. Soient , par 
exempte, les deux équations du second ordre 
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do* 

d-tj 

do* 
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B jj + Cr + njfa! 



i>n 

du 



■O'y—V. 



On posera — = /j, — = q, p et q désignant de nouvelles 
variables. On aura alors les équations du premier ordre 



+ A p + lit/ -r Cx + l)ÿ = K , 

+ A 'p + Il q + C x + D'n — b . 



(Ix 

de 



~P-0, 



ijy 

ile 



q r--. Ü, 



entre lé» quatre variubles r, y, p, q, et la variable indépen- 
dante r. Ces équations étant traitées par la méthode des 
n°* 455 et suivants , conduiront aux expressions demandées 
de x et y. 



XXXV. INTEGRATION PAR SERIES DES KQCATIONS 
DIFFERENTIELLES. 

Mil . Lorsqu’il n’est pas possible d’obtenir en ternies finis, 
par le moyen des méthodes connues , l'expression de la fonc- 
tion qui est donnée par une équation différentielle, on peut 
chercher à obtenir cette expression sous la forme d’un déve- 
loppement en série infinie. Si la série est convergente, l’ex- 
pression dont il s’agit sera aussi propre que toute autre à 
faire connaître les valeurs numériques de la fonction cherchée. 
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Le développement en série de la fonction y donnée par 
l’équation différentielle 



f(x v *» ' -''A-o 

t \ x,y ’dx' dx'"" dx')~ 0. 



peut s’obtenir en général au moyen de ce qui a été dit dans le 

• . d H y 

n° 427. Cette équation étant résolue par rapport à donnera 

les valeurs de ce coefficient différentiel et des coefficients dif- 
férentiels des ordres supérieurs correspondantes à i=0; 
et en substituant ces valeurs dans l’expression générale 

dy n d’y.. x' d'y n x' 

y=y>+-£ x +i& 2+s* ? î8 +etc - 

on aura le développement de la fonction y, dans lequel il 

dy d*y 

restera les n coefficients arbitraires y a) - — — . 

a>> dx dx' <Lr-< 

Dans les cas particuliers où la supposition de x = 0 ren- 

• d" y 

drait infinies les valeurs de - — et des coefficients différentiels 
dx " 

des ordres supérieurs, on remarquerait que la formule de 
Taylor donnée n° 80, devient, en y faisant x—a, puis 
h — x — a, 

dy*,- . d'y* (x—a)' , d'y. (x—a)' d'y. (x—af -, _ 

y-y° + dx ' X ~ a)+ dx' —¥~ + dx' — 2.3 + dx* TÛT + etc - 



où l’on représente par y., etc. , les valeurs parti- 

. dy d'y 

culières que prennent y, —, etc., lorsqu’on donne à x 



2* XkhXiî. 



s 



— tu — 



la valeur a. On déduirait donc do l’équation différentielle pro- 



posée les valeurs de 



d"ij a d'+'t/a d' + ’y, 

dx n ’ dx"+* ’ 



, etc., que l'on sub- 



stituerait dans l’expression précédente. On pourrait d'ailleurs 
attribuer à a toute valeur qui ne rendrait pas infinies les va- 
leurs des coefficients différentiels de l'ordre n, et des ordres 
plus élevés. 

467. 11 est souvent plus simple et plus facile de substituer 
à l’opération qui vient d'être indiquée, la méthode des coeffi- 
cients indéterminés. Soit, par' exemple, l'équation du second 
ordre 



d’y 

dx* 



+ xy = 0. 



On posera, pour satisfaire à cette équation , 

y = A 0 x a +A 1 x 1 +<+A^E a + 2 +A,J a + 3 +A‘x*+<+etc. 1 

A„,A,, A,, etc., désignant des coefficients constants indé- 
terminés, et a un exposant également indéterminé. Si l’on 
substitue cette expression de y dans l’équation proposée , il 

viendra 

0 = A 0 <« — l)x*-î+\ t (*+i)ix°-l +A,(a+2Xa+l)x a 
+A»(“+3X“+2)[* I+, +A t («+ûX*+3ffÆ a+î +etc., 

• + A U | 4-A, | 

équation où l’on fera disparaître les deux premiers termes du 
second membre, eo supposant a = 0, et laissant indétermi- 
nées les constantes A 0 et A,. Le troisième disparaîtra en sup- 
posant A, = 0. Quant aux termes suivants, ils deviendront 
nuis en déterminant convenablement les coefficients A,, A,, 
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A 5 , etc., au moyen des trois premiers. Les valeurs de ces 
coeflicients seront données par les équations 



— A s = — d’où l’on déduit 


<13 

1 

II 

n 

< 


A — 


A — . A » 

A ‘ ~ 3.4 


—A — Ai 
* 5 4.5 


A, = 0 


A — A» 

A *~5.6 


A A 0 

** _ 2. 3. 5.6 


-a -Al 

A,- 6.7 


A A, 

^“SXïï 


—A — A * 
A * 7.8 


A, = 0 


—A. — — 


A A 0 

8 2, 3. 5. 6. 8.9 


— a,„=-Al 


A A, 


10 9.10 


0 3.4.6.7.9.10 


etc. 


etc. 



La série qui donne l’expression cherchée de y est donc 

„ _ , JE 6 x» \ 

’ 2.3 + 2.3.5.6 2.3.Ô.6.8.9 +etC- / 

, . / X* X 7 x' 0 \ 

+ l V 3.4 + 346^ ~3. 4. 6. 7. 9. 10 + etC ')‘ 

4 

A, et A, sont les deux constantes arbitraires. 

463. Si l'équation proposée était 
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la substitution de l’expression 

y = A 0 x*+A 1 x a +'+A t r«+ ï +A5* lï +5+Ax,*+*+ etc. 
donnerait l’équation de condition 



0 = A^afa— -l)* 0 — ' *+A,(a-f-l)« 

+A 0 

+A,(«+3X«+2)ja^+i + etc. 
+A, 



1 i+A,(«+2X«+l)j 
+A, 



On fait disparaître le premier terme en posant a = 0 ou 
a = l , mais la première hypothèse ne peut être admise parce 
que le second terme ne pourrait alors disparaître qu’en sup- 
posant aussi A„ = 0. En faisant donc a = 1 , les coefficients 
différentiels seront déterminés par les équations 



— A,.2.1 = A(,, d’où l’on déduit A, = — 



—A,. 3.2 = A, 
—A,. 4.3 = A, 

— A 4 .5.4 — A| 

— —Aj .5.6 = A^ 
etc. 



A,= 

A, = 



1.2 

1 . 2*. 3 
A» 

A» 

1.2>.3 , .4 



A * ~ 1.2*.3’.4’.5 etC ' 



Par conséquent l’équation est satisfaite par la valeur 



V- A 0 



(* 



x* i x 3 tr* x“ 

1.2 + 1.2«.3 1.2*.3 S .4 + 1.2».3’.4’.5 

/ 




Cette expression ne contenant qu’une seule constante arbi.- 
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train', présente bien une infinité de valeurs particulières de 
la fonction y, mais elle n’est pas l’intégrale générale de 
l’équation proposée. Il est aisé de reconnaître d’ailleurs que 
l’on ne peut satisfaire à cette équation par une série ordonnée 
suivant les puissances descendantes de x. 

464. Nous considérerons encore l’équation du second 
ordre 

g+‘ ÿ + y = 0. 

dx* x dx 9 



am- 






En posant comme ci-dessus , 

y = Ao#*+ A,x«+ 1 + A,x*+ ! + A,i*+ S + A ; **+«+ etc. , 

et substituant cette expression dans l’équation proposée, il 
viendra 



0 = A 0 a(a — 1) x*—‘ ï+A,(*+l)a 



+ A 0 a 



+A,(a + 1) 



+ Ajfa-f-3) (a+2) 
+A,(«+3) 
+A, 



x^+'+A^oi-f -4)(s+3) 
+A l («+û) 
+Ai 



ar»-‘+A,(«+2)(«+l) a 
+A^«+2) 
+A 0 
a^+*+etc. 



On fait disparaître le premier terme du second membre en 
faisant *=0 sans déterminer A 0 ; mais alors le second terme 
ne disparait pas. à moins que l’on ne fasse A, =.0. De même 
on fait disparaître le second terme en posant <x = — 1 , le 
coetiicient A, demeurant indéterminé, mais alors le premier 
terme ne disparaîtra pas , à moins qu’on ne suppose A, = 0. 
Si l’on fait donc a = 0, les coefficients seront déterminés par 
les équations 






I 




I 
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Kt—hç, d'où l’on déduit A 0 =A„ 



> 

11 

O 


A,=0 




. A 0 

a+â 


a _ A„_ A 0 

** T — a*- 




. - A < 
Aï_ 6+3 


A,=0 




A — 

A *~12+ù 


. A„ Ao 

*~Ù.16“2'.A* 




—A A - 

A * 20+5 


A s =0 




A A ‘ 


A — — 


A, 


6 30+6 


8 A. 16. 36 


y.U'tf' 


etc. 


etc. 





On satisfera donc à l’équation proposée par la séria 



Quant à la suppositidn de * = — 1 , il est aisé de reconnaître 
qu’elle conduirait à la même série que l’on vient de trouver. 
On n’obtient encore ici qu’une formule propre à donner des 
intégrales particulières, mais non l’intégrale générale de l’équa- 
tion proposée. 



A6ft. Lorsque la substitution d’une série ascendante de 
la variable x dans l’équation différentielle ne donne qu’une 
valeur particulière, cela tient généralement à ce que l’inté- 
grale complète doit contenir des termes affectés du logarithme 
de cette variable. Ayant trouvé , par exemple , pour l’équa- 
tion précédente 



(Pu 1 du 

di* + i df + !,= 0 ’ 
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la valeur particulière 



■ï' = l— x - + — - ; 

2 * 2KU 3 2 ; . 



3? 

ï*. 6* 



•etc. 



on posera, pour obtenir l’intégrale complète, conformément 
à ce qu’on a vu dans les n°* i l -2 et 143, y — AY', A dési- 
gnant une fonction de x, ce qui donne 



et 



dy _ dV d\ 
dx dx dx ' 

. d*Y’ - d\ dV 
dx'~ a dx 3 + dx dx dx’- 



Mettant ces valeurs dans l’équation précédente, et suppri- 
mant les termes affectés de A dont la somme est nulle, il 
restera pour déterminer A l’équation 



T’ d - + 

dx' + 






». . , d\ 

qui devient, en posant — = t. 



dt dY' TA dt SdY 1 dx 

T Ë + ( 2 dï + ï)‘= 0 ou 7 + -r + T = 0 ’ 

d’où l’on tire t = — et par conséquent A —J 
On en conclut que l’expression de l’intégrale complète 



dx 

xT 3 ' 



<t et b étant les deux constantes arbitraires. D’ailleurs 

jw'~ J^( 1+M, +^ +etc ')= te +^ + x +etc ’’ 
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a, 6, etc., désignant des coefficients numériques qu’il est 
facile de déterminer. Cette expression devient donc 

y = ( 4 - J + -etc.) [a+ é(te+ ^ + Ç + etc.)]. 

XXXVI. ÉQUATIONS AUX DIFFERENCES ORDINAIRES DU FftEXIEA 
ORDRE A TROIS VARIABLES. 

466. Soit proposée l'équation différentielle 
Prix + Qdy + Rdz = 0 , 

dans laquelle P, Q, R désignent des fonctions quelconques 
des trois variables x, y, z. Si cette équation est le résultat 
immédiat de la différentiation d’une équation primitive 
F(x, y, s) = 0, son premier membre satisfera aux condi- 
tions d’intégrabilité des fonctions différentielles du premier 
ordre à trois variables, et on pourra en trouver l’intégrale, 
qui devra être complétée par une constante arbitraire. 

Mais si l’équation proposée résulte de l’élimination d'une 
constante entre l’équation primitive F(x, y, z) = 0, et l’équa- 
tion différentielle qui s’en déduit immédiatement, ou si l'on 
a supprimé après la différentiation un facteur comiqun à tous 
les termes, elle ne satisfera plus en général aux conditions 
d’intégrabilité. Néanmoins cette équation ayant été déduite 
d’une relation donnée entre les trois variables x, y, z, dont 
deux d’entre elles, par exemple x et y, peuvent être regar- 
dées comme indépendantes, et la troisième z comme fonction 
de ces deux-ci , il s’ensuit que tirant la valeur de dz qui sera 

dz = -^dx--dy. 
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cette expression doit satisfaire à la condition générale de 
l’expression de la différentielle des fonctions de deux varia- 
bles indépendantes; en sorte que l’on doit avoir 




ou , en faisant attention que s est contenu dans les fonctions 
P, Q et R, 



/dp dP dz\ (dR dR dz\ 
*\dy + dzdy) V \dy + dz dy) 

» ( dQ . ‘ dQ dz\_ n (dR dR d£\ 

~*\dx + dzdx) ^\dx + 'dzdx)’ 



dz dz P O 

Mettant pour — et — leurs valeurs — — et — i et réduisant, 
dx dy RR 

il vient 



dy * dz 



. n dP .rfR , rfQ dP „ 

+ 0j — Q-.- + R -r— R-t-=0. 
dz dx dx dy 



Cette équation exprime la condition nécessaire pour que l’on 
puisse regarder dans l'équation proposée deux quelconques 
des variables comme indépendantes, et la troisième comme 
une fonction des deux autres. On pourra alors considérer 
l’équation dont il s’agit comme appartenant à une surface. 

467. Lorsque l’équation de condition que l’on vient d’obte- 
nir fournit une valeur de z, par exemple, en fonction de x, y, 
pour laquelle on ait 

Pdx 4- Qdy + Rdi = 0 , 



on se trouve satisfaire à cette dernière équation sans avoir eu 
rien à intégrer. Mais quand l’équation de condition indiquée 
est vérifiée identiquement (et elle doit l’être si l’équation diffé- 
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rentielle a une intégrale F(x, y, x) =0 contenant une con- 
stante arbitraire qui n’entre pas dans P; Q , R ) , alors la re- 
cherche de l’intégrale se ramène à l’intégration d’une équation 
à deux variables seulement. En effet, regardons la variable z 
comme constante, et supposons par conséquent ds= 0; l’é- 
quation proposée se réduit alors à 

Vdx -f- Qdy =z 0 , 



qui appartient à une section quelconque faite dans la surface 
par un plan parallèle au plan des xy, à une distance de ce 
plan marquée par la valeur constante attribuée à la coor- 
donnée z , dans les fonctions P et Q. Si l’on parvient à inté- 
grer cette équation en rendant son premier membre une diffé- 
rentielle exacte en x et y au moyen d’un facteur X , il faudra 
regarder la constante qui complétera cette intégrale comme 
une fonction de s .• nous représenterons donc l’intégrale dont 
il s’agit par 

<?{x,y,z) = Z, . 

Z désignant une fonction de s seule. Or, en différentiant 
cette dernière équation en y faisant varier x, y, z, il viendra 



c’est-à-dire 



^ dx + y'’- dy + ~ dz = dZ , 
dx dy a dz ' 



do 

XfPdg.4- Qdy) + dz —dZ. 



De cette équation combinée avec 



je tire 



Pdr + Qdy + Itdî = 0 , 

dz= (ï -XR H ; 



# 
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et comme Z est une fonction de z seule, le second mem- 
bre doit se réduire aussi à une telle fonction en éliminant une 
des variables x, y, au moyen de l’équation ç(x, y. s)— Z; la 
variable x ou ij étant chassée ainsi, l’autre jour doit dispa- 
l'aitre d’elle-méme, en sorte qu’il ne restera qu’une équation 
différentielle entre : et Z. Cette équation étant intégrée, 
donnera l’expression de Z en z, avec une constante arbitraire; 
et en remplaçant Z par cette expression dans l’équation 
e(x, y, s) = Z, on aura l’intégrale cherchée. 

468. Soit proposée, par exemple, l’équation différentielle 
suivante , 

ftxz+z : '')dx+2yzïty—2{x , +y'-+b)dz = 0 , 

pour laquelle l’équation de condition du n° 466 est identique 
En y regardant z comme constante, elle se réduit à 

(‘2x+z t )dx+2ydy=0, * 

où les variables sont séparées , et dont l’intégrale est 
x’+ÿ , +xz ! = Z, 

Z étant la constante arbitraire, que nous regardons ici comme 
une fonction de z. Différentiant celte dernière équation en 
faisant tout varier, il vient 

(2x + z')dx + lydy + 2 xzdz = <<Z , 

que l’on peut changer, en ayant égard à l'équation propo- 
sée, ai 

2 1 ' ■{ - — dz+ïxzdz = dZ. 

Remplaçant dans cette équation y * par sa valeur déduite de 
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l’équation x* + y 1 -f- xz' — Z , la variable x disparaîtra , et il 
viendra simplement 




ou 



Uz 

z 



rfZ 

Z+6’ 



équation dont l’intégrale est 

02* = Z + 6 , 



a désignant la constante arbitraire. Mettant donc pour Z la 
valeur qui se déduit de cette équation dans rr’ + y* + xz* = Z, 
il viendra 



*’+y*+(x— «)2*+6 =o , 

qui est l’intégrale cherchée. 

469. Lorsque l’équation différentielle proposée 

Pdx+Qdy+Rdz = 0 , 



ne satisfait pas à l’équation de condition du n” 466, d’où 
l’on conclut qu’il n’est pas possible d’y regarder deux des 
variables comme indépendantes, et la troisième comme une 
fonction de celles-ci , on ne peut attribuer un sens analy- 
tique à cette équation qu’en admettant que deux des va- 
riables sont liées par une relation inconnue , mais existante. 
On devra donc supposer, par exemple , que x et y ont entre 
elles une relation exprimée par une équation telle que 
ç(x, y) = 0 , d’après laquelle l’équation proposée se rédui- 
rait à une équation à deux variables seulement, et pourrait 
être intégrée en conséquence , après la détermination de la 
fonction o. Dans un tel cas l'équation dont il s’agit me peut 
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pas être regardée comme appartenant à une surface. La fonc- 
tion z est l’ordonnée des courbes, en nombre infini, que l’on 
obtiendra après avoir tracé arbitrairement sur le plan des xy 
les projections de ces courbes qui sont représentées par 
l’équation «(*, y) = 0. 



XXXVII. EQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 
DU PREMIER ORDRE. 



•470. Soient deux variables indépendantes x et y et une 

troisième variable s qui est regardée comme une fonction 
»« 

des deux premières • ^ et ^ représenteront les coefficients 

différentiels partiels de la fonction z pris respectivement par 
rapport à x et à y; en sorte que si x augmente de dx, 
dz 

l'accroissement de z sera -- dx ; et si y augmente de du. 
dx 

dz v 

l’accroissement de s sera — dy. Une équation aux diffé- 
rences partielles du premier ordre entre les trois variables 
x,y,z exprime en général une relation entre les quan- 
. dz dz 

tites x, y, z, — , —, et peut être représentée par 



rl dz dz\ „ 

f[ x >y’ z >dx^dyr°’ 



f étant le signe d’une fonction quelconque. 11 s’agit de con- 
cevoir la signification d’une telle équation , et comment peut 
être formée l’équation primitive à laquelle elle doit corres- 
pondre. - • 

En général , les variables indépendantes x , y peuvent être 



> 
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regardées comme deux abscisses rectangulaires horizon- 
tales, et la variable z comme une ordonnée verticale. Ainsi 
z étant regardée comme une. fonction de x et y, une rela- 
tion entre ces trois variables sera considérée comme l’équa- 
tion d’une surface définie par l’équation proposée. 

Cela posé, étant donnée l’équation 






supposons que l’on cherche à construire la surface qu’elle 
doit représenter. On déduira de cette équation la valeur de 

l’une quelconque des quantités x ,y, lorsque les 

quatre autres auront été données; par conséquent, on peut 
concevoir que la construction s’opère de la manière suivante. 
Traçons dans le plan des xi une courbe quelconque que 
nous regarderons comme l interseclion de la surface cher- 
chée par cc plan. Tour un point quelconque de cette courbe, 

ou connaîtra x , y dont la valeur est nulle , z et ^ : l'équa- 

dz 

tion proposée donnant — , la direction du plan tangent à la 

. surface cherchée est déterminée dans toute l’étendue de la 
courbe dont il s’agit. Si donc on conçoit un plan mené pa- 
rallèlement au plan des xz à une distance très-petite Ay, on 
connaîtra l’intersection de la surface par ce plan avec une 
exactitude d'autant plus grande que A y sera plus petite. On 
pourra se servir de cette intersection pour construire de la 
même manière uno nouvelle intersection avec un second 
plan mené à la distance A y du premier; et ainsi de suite. 
Ainsi la surface est eu général déterminée dans tonte son 
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etendue, au moyen de l’équation différentielle, lorsqu'on 
s’est donné arbitrairement l’intersection de cette surface par » 

un plan parallèle au plan des xz. 11 est évident d’ailleurs 
qu elle le serait également si l’on se donnait l’intersection 
de la surface par un plan parallèle aux yz. 

On pourra voir, par ce qui précède, que l’équation diffé- 
rentielle proposée appartient à une infinité de surfaces diffé- 
rentes, qui ont toutes un caractère commun exprimé par 
cette équation. La figure de chaque surface dépend de celle 
de la courbe arbitraire par laquelle on l'a fait passer. Si l’on 
Veut que l’intégrale de l’équation proposée ait une significa- 
tion aussi étendue que cette équation elle-même, elle doit 
représenter toutes les surfaces dpnt il s’agit. Cette inté- 
grale, outre la condition de satisfaire à l’équatioti diffé- 
rentielle proposée, doit donc contenir, une fonction arbi- 
traire, 

•<71. On reconnaît la vérité de cette proposition en re- 
marquant que si l’on a une équation primitive contenant une 
fonction indéterminée, on peut toujours en déduire une 
équation du premier ordre où cette fonction ait entièrement 
disparu. Soit par exemple l’équation 

F[x, y , z, ç.{aj] =? 0 , 

dans laquelle F et o sont des signes de fonction, et u repré- 
sente une certaine fonction de x , y, z. Kn différentiant suc- 
cessivement par rapport à x et à y, il viendra 

r/F r/F dz r/F d .?(u) / du du dz\ _ 

dx dz (Le ' du \dx dz dx) * 

dF dF dz </F ri.ç/u) /du du dz\ _ 

’ dy + dz dy d. f(u) du \dy ' dz dy) ~ 
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Éliminant ensuite <?(«) et entre ces deux équations 

et l’équation primitive, il restera une équation différentielle 
du premier ordre dans laquelle la fonction © n’entrera point. 

Cette équation exprimera une relation qui subsiste quelle 
que soit la forme qui, dans l’équation primitive, pourrait 
être attribuée à la fonction <j>. 

•172. Considérons en général une équation primitive 

Ÿ[x,y,z,a, 6) = 0 . (1) 

dans laquelle fl, 6 désignent deux constantes. En différen- 
tiant successivement par rapport à x et à y, on aura les deux 
équations 

dF rfF d£ 

(Le dz dx 

dV dFdz_ ( 

dy + dzdy~ 0 ') 

et l’on pourra éliminer les constantes a et b, entre ces équa- 
tions et l'équation primitive. On obtiendra de cette manière . 
une équation différentielle du premier ordre dans laquelle 
ces constantes auront disparu , et qui par conséquent expçi- 
mera une propriété entièrement indépendante des valeurs 
particulières qui pourraient leur être attribuées. Nous repré- 
senterons cette équation par 

(3) 

On voit, en premier lieu, qu’étant donnée l’équation (3), 
on peut lui chercher une intégrale , ou équation primitive , 
qui contienne deux constantes arbitraires. 
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Mais si l’on regarde a, dans l’équation (1), comme une 
quantité variable, et 6 comme une fonction de a, les deux 
équations différentielles qui en dériveront seront alors 



dF dFdz 


(dF dF db\ 


(da -, 


da dz\ 


dx dz dx ' 


\da + db da) 


\dx + 


dz dx) 0 ’ 


dF dF dz 


(dF dF db\ 


(da 


da dz\ 


dy + Tzdi +l 


\da + db da) 


\dÿ + 


dz dÿ) ~ 



Or, ces deux équations ne différeront point des équations (2), 
pourvu seulement que l’on ait l’équation 

dF dF db_ 

da + ~dbdü~ 0 ' ' 

Donc l’équation (i) conduira toujours à la même équa- 
tion aux différences partielles (3), lorsqu’on y regardera a 
comme variable, et b comme une fonction quelconque de a, 
pourvu que a soit pris de manière à satisfaire à l’équation 
dF dF db _ 
dâ + dbdâ~~°‘ 

Il suit de là, qu’étant donnée une équation aux diffé- 
rences partielles du premier ordre, si l’on a trouvé une 
équation primitive F=0 avec deux constantes arbitraires 
a et à, qui satisfasse à cette équation, on aura une solu- 
tion beaucoup plus étendue, en prenant 6 = <p(a), etdéter- 

minant a par 1 équation — = 0. La fonction <? est 

la fonction arbitraire qui donne à la solution la généralité 
nécessaire. 

473. Il est bon de remarquer que l’on pourrait égale- 
ment, dans l’équation primitive (1), regarder a et b comme 
2' annT.e. # 
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deux quantités variables indépendantes l’une de l’autre, 
et que l’on aurait alors les deux équations dérivées, 

dF dF dz dF / da da dz\ dF (db db dz\ _ 

dx dz dx da \dx + dz da) db \dx + dz dx) ~~ ’ 

dF dF dz dF /da da dz\ dF (db db dz\ _ 

dy + dz dy + da \dy + dz dy) + db \dy + dz dy) ~ ’ 

que l’on ramène aux équations (2) en posant 





0 . 



Par conséquent si l’équation primitive F=0, contenant les 
deux constantes arbitraires a et b, satisfait à une équation 
aux différences partielles proposée, on voit que l’on y sa- 
tisfera encore en mettant à la place de a et b dans cette 
équation les deux valeurs en x, y, z de ces quantités tirées 
dF dF 

des équations — = 0, — =0. Mais le résultat que l'on 

obtiendrait ainsi ne contient pas de fonction arbitraire, et il 
ne donne qu’une solution ou une intégrale particulière de 
l’équation proposée. . . 



474 . Dans la géométrie, l’équation (i), avec deux con- 
stantes arbitraires, représente une infinité de surfaces corres- 
pondantes à toutes les valeurs que l’on peut .attribuer à ces 
constantes , et auxquelles appartient toujours l’équation aux 
différences partielles (3). Lorsque l’on prend b=<f (a), y étant 
le signe d’une fonction quelconque, on considère la série de 
surfaces qui résulte de la fonction <? lorsque l’on attribue à 



1 i 

« toutes les valeurs possibles depuis — - jusqu’à -J- - . Or , 
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mettant à la place de a, dans l'équation F[x,y,z,a,<p(a)} = 0, 
la valeur a-\-da, le résultat , que nous représenterons par 
rfF 

F 4- da = 0, appartiendra à une surface comprise dans 

cette série, et infiniment voisine de la surface représentée 

par l’équation F = 0. Donc le système de ces deux équations 

dF . dF 

F=0 et F + — da = 0, ou simplement F = 0 et — =0 

(puisque la première fait disparaître le premier terme de la 
seconde quand on les regarde comme subsistant ensemble), 
appartient à la ligne d’intersection des deux surfaces consé- 
cutives, ligne que nous désignerons, d’après Monge, par le 
nom de caractéristique . Et si l’on élimine entre les deux 
équations dont il s’agit, la quantité a, le résultat, qui sera 
une équation entre x, y, s, appartiendra à la surface lieu de 
ces lignes d’intersection , c’est-à-dire à la surface enveloppe 
des Surfaces qui résultent de l’équation F[x, y, s, a, ®(a)]=0, 
quand on y donne à a toutes les valeurs possibles. Or, l’équa- 
tion différentielle proposée doit évidemment appartenir à 
cette surface enveloppe, puisque le plan tangent étant tou- 
jours commun aux enveloppées et à l’enveloppe, les valeurs 

de ^et^, qui déterminent la direction de ce plan, leur 

doivent également être communes. Après que l’on a mis ç{«) 

dF 

à la place de b , l’équation -r-=0 ne diffère point de l’équa- 

da 

tiou 4- ^ ~ = 0 du n° 472. On retrouve donc la solu- 
da db da 

tion générale de l’équation proposée, exprimée par le sys- 
tème des équations F(x, y, z, a, 6)=0 et ^ + ^=0, 
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en mettant une fonction quelconque o(a) à la place de b, puis 
éliminant a entre ces deux équations. • . 

47o. De plus, si dans l’équation F (x, y, z, a, b) — 0 on 

dF 

fait varier la quantité a seule , ce qui donne F -f- — da = 0 ; 

dF 

puis la quantité b seule, ce qui donne F -f- — db— 0, le sys- 

dF 

tème des équations F = 0 et — = 0 représentera une carac- 
téristique appartenant à une certaine surface enveloppe; et 

dF 

le système des équations F = 0 et - 77 - = 0 représentera une 

autre caractéristique appartenant aune autre surface enveloppe 
infiniment voisine de la première. Donc le système des trois 
dF dF 

équations F = 0 , — = 0,— = 0 appartiendra aux points 



d’intersection de ces deux caractéristiques; et par conséquent, 
si l’on élimine o et 6 entre ces trois équations , l’équation 
en x, y , z qui en résultera, représentera la surface lieu 
de tous ces points d’intersection, c’est-à-dire une surface 
qui touche et enveloppe elle-même toutes les enveloppes 
dont il a été question ci-dessus, et qui est touchée par toutes 
les caractéristiques ; surface à laquelle l’équation différentielle 
proposée doit encore appartenir, mais qui ne répond évi- 
demment qu’à une solution particulière de cette équation. 

< Nous ajouterons qu’il existe généralement plusieurs équa- 
tions différentes, analogues à l’équation (1) du n” -472, con- 
tenant deux constantes arbitraires, qui peuvent conduire à 
la même équation différentielle (3), et produire les mêmes 
surfaces enveloppes auxquelles répondront l’intégrale géné- 
rale de cette équation et la solution particulière dont il vient 
d’être question. 
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Intégration des équations linéaires aux différences 
partielles du premier ordre. 



476. Une équation aux différences partielles est linéaire 
lorsque son second membre étant rendu nul , l’autre est une 
fonction du premier degré des coefficients différentiels. Le 
cas le plus simple est celui où l'équation exprime l’égalité 
i zéro d’une somme de produits de ces coefficients multi- 
pliés par des constantes. Les équations de ce genre ont la 
propriété d’être satisfaites par la somme d’un nombre quel- 
conque de valeurs particulières, propriété qui donne immé- 
diatement l’intégrale. 

Soit en effet l’équation 



dz dz 
f Jx+ Q Ty = °> 



dans laquelle P et Q sont des nombres constants. Prenant 
pour valeur particulière (m et n étant des constantes) 



z = <■“*+*» d’où e mx+n '> , -t-= ». e»“+»» 

dx dy ’ 

et substituant cette valeur dans l’équation proposée , il vient 
mP -f nQ = 0 , d’où n — — 

La valeur s = e’"( f ~ y), ou z = e"".Q- r — r ri, dans laquelle m 
demeure indéterminée, satisfait donc à l’équation proposée. 
Ainsi, l’on peut prendre pour expression de la fonction x 
une série formée d’un nombre quelconque de termes , telle 
que 

z = A,e"i(Q *-W + AjCiO-P») T A,<«»C0*-1 ty) 4 - etc. , 
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dans laquelle m,, m,-, tn,, etc., A,, A,, A,, etc., désignent 
des constantes entièrement arbitraires. Or il est visible qu’une 
telle série équivaut à une fonction arbitraire de la quantité 
Qx — ]'y qui se trouve dans tous les termes. La formule pré- 
cédente peut donc s'écrire 

Py), 

<p étant le signe d’une fonction arbitraire, et l’on aura ainsi 
l’intégrale générale de l’équation proposée. On. vérifie en 
effet, que cette expression de s satisfait à l’équation dont il 
s’agit. • > 

477. L’équation 




dans laquelle P, Q désignent toujours des nombres constants, 
s’intégre de la même manière. La substitution de la valeur 
particulière x = «’"*+"* donue pour équation de condition 



_ ... 1 — «Q 1 — mP 

mP + nQ = l, doù ro = — p— £ , ou n = — » 

Ainsi les expressions 



z = eO 



+mi 



(-Î) ' 



et 



X 

z — & 




dans lesquelles les constantes m ou n demeurent arbitraires, 
satisferont à l’équation proposée. Cette équation sera égale- 
ment satisfaite par les valeurs 

» - 
z — eQ. em(Q-r— W et z — e l ‘. < Or), 



et par conséquent par les deux sérios 

► * i 




Digitized by Google 



— 135 - 



» ' 

z — eO + A s e»»(Q*-rï) + A s e%(Q*-r!/)+ etc. j , . 

X 

z — et[B 1 e»i(T.'/-Or) + B 4 e»s(r!/-<3*) + BjCslty-Q*) + etc.] , 

dans lesquelles A,, A,, etc., m,, m 3 , etc.. B, , B s> etc., 
n,, n, , etc., représentent des coefficients arbitraires. Ces 
séries équivalent aux expressions 



£ 

z — e Q.<f(Qx — Py), 



X 

* z=eë.4/(Py—Qx) f 



Ÿ et ^ étant les signes de fonctions arbitraires. Il est aisé de 
reconnaître que la même surface peut être également repré- 
senté» par ces deux expressions. L’une ou l’autre est l’inté- 
grale générale de l’équation proposée. 

478. Considérons maintenant l’équation 






(i) 



dans laquelle P, Q, R désignent des fonctions quelconques 
des variables x, y, s. Représentons par 



f{x, y,z)~ 0 



une intégrale de cette équation. En la différentiant succes- 
sivement par rapport à a; et y, il viendra 



df df dz 
dx + dz dx 

df_ , df dz 
dy dy dx 



= 0 , 



= 0 * 



d’où 



d’où 



df 

dz dx 
dx :S: ~df' 
dz 



df 

dz _ dy 
dy~ dT 
dz 
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et comme ces valeurs de ^ et doivent satisfaire à l’équa- 



tion proposée, on trouve, en les y substituant, l'équation 





+ K 



df 

dz 



0. 



( 2 ) > 



En différentiant complètement l'équation f(x, y, s) =0 , on 
a d’ailleurs 



^dx+^dy +%&=(>. 



dz 



(3) 



Prenant dans cette équation la valeur de — et la substituant 

• dCC 

dans l’équation précédente, il viendra 



( 1 Pdy-Qdx ) ^ +(Pdz-Rdj-)f z = 0 . ( 4 ) 

Maintenant j’observe que l’équation (4), considérée en elle- 
même, indépendamment de ce qui précède, est évidem- 
ment satisfaite , quelle que soit la fonction f{x, y, z ) , par les 
valeurs de x, y, z qui vérifient les équations 



Vdy — Qdr — 0 , 
P dz — Rdx = 0. 



Ces deux équations aux différences ordinaires, qui du 
reste entraînent celle-ci Qdz — Hdy = O , de manière qu’on 
peut les écrire 

<Lc __dy _dz 
T - Q - R ’ 
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ont une liaison intime avec l’équation aux différences par- 
tielles proposée. Admettons que de ces équations , ou d’une 
combinaison quelconque de ces équations, on ait réussi à 
déduire deux équations primitives ou intégrales, contenant 
deux constantes arbitraires , et que nous désignerons par 

M = a et N = 6 , 

o et 6 étant les deux constantes arbitraires, et M, N des 
fonctions de x, y, s. Les valeurs de x, y, en s, a, b, 
qu’elles fournissent, vérifient l’équation (4), quelles que 
soient les constantes a, b et la fonction f; et il est clair de 
plus qu’elles réduiront à une constante toute fonction de 
x, y, z de la forme *(M , N) , car par la substitution elles la 
changeront en *{a,b). Si donc on prenait pour f(x, y, z) 
une telle fonction, on aurait df= 0, c’est-à-dire l'équa- 
tion (3) aurait lieu en même temps que l’équation (4). Or 
en multipliant l’équation (3) par P et en en retranchant 
l’équation (4) , on arrive à l’équation (2). Celle-ci est donc 
satisfaite quand on pose f—< l>(M, N), et même elle l’est 
sans aucune intervention des équations M = a , N = b , car 
f à cause des constantes arbitraires a et 6 , on peut faire ré- 
pondre à une valeur de z à volonté des valeurs de a; et y 
aussi à volonté. En d’autres termes, on vérifie l’équation 
(2) en posant J> ( M , N ) et regardant x, y, z comme 
des variables indépendantes. Ainsi l’équation f(x,y,z) = 0, 
avec la forme citée de f, vérifiera l’équation (1); on s’en 
assure en remontant de l’équation (2) à l’équation (1) par 
un calcul inverse de celui qui a conduit de l’équation (I) 
à l’équation (2). Donc, enfin, l'intégrale générale de l’équa- 
tion (!) est 
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N) = 0 , ou si l’on vent N = ?(M) , 



■t» ou <p désignant une fonction arbitraire. 

479. Les notions géométriques indiquées dans le n° 474, 
conduisent au même résultat. Itemarquons qu’à l’équation 
proposée 



p a +Q ar R ’ 



ai 



se réunit toujours l’équation 



, dz . dz . 
(U = dx dx + Ty dy - 



. dz dz , 

Eliminant —, ou — , °n trouve les deux équations dis- 
tinctes 



(P dy—Qdx) ~ = My — Qdz, 

' * ' I * 

(Pdy—Qdæj ~ = P dz — Rdx. 



• • . r. < ■ 



Admettons à présent que x, y, z désignent les coordon- 
nées d’un point quelconque de la caractéristique , et que les 
différentielles dx, dy, dz soient prises sur cette ligne. Comme 
elle résulte de l'intersection de deux surfaces consécutives 
qui satisfont à l’équation (1), les deux équations ci-dessus de- 
vront avoir lieu pour les valeurs de ^ et ^ qui appartien- 
nent à l’une ou à l’autre de ces surfaces. Or les équations du 
premier degré ne peuvent avoir plus d’une racine sans de- 
venir identiques. On a donc pour la caractéristique les trois 
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équations , 

Pdy — Qdx = 0 , , 

P dt — R dx — 0 , 

Qdz — Rdy = 0, 

dont deux quelconques entraînent la troisième. Si l’on dé- 
duit de ces équations différentielles deux équations primi- 
tives, sous la forme 

M = «, N = 6 , 

elles représenteront toutes les caractéristiques possibles en y 
faisant varier à volonté les constantes a et b. Mais si l’on re- 
garde b comme une fonction quelconque <p de la quantité a, 
les deux équations 

M = 0, 

ne représenteront plus que la série des caractéristiques qui 
sera déterminée par la nature de la fonction <? lorsqu’on fçra 

4 4 

varier a depuis — - jusqu’à + Enfin si l’on élimine a 

entre ces deux dernières équations, le résultat do cette éli- 
mination, qui est 

N = ç(M), 

appartiendra à la surface lieu de cette série de caractéristi- 
ques, c’est-à-dire, vu l’indétermination de la fonction o, à 
l’une quelconque des surfaces enveloppes auxquelles appar- 
tient l’équation proposée, et qui sont représentées par son 

intégrale générale. 
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480. On a supposé, dans ce qui précède, que l’on pourrait 
déduire des équations différentielles de la caractéristique 
(qui sont aussi celles dont on s’est servi au n° 478) deux 
équations primitives M = a et N = 6 ou N = ç(a). Cela nous 
était permis. En effet, si l’on considère deux de ces équa- 
tions différentielles, telles que 

P ds — Rffcr = 0 , 

Qdz—Rdy=0 , * 



on remarquera que puisqu’elles appartiennent à une courbe, 
on ne peut plus y regarder qu’une seule des variables comme 
indépendante. Prenons, par exemple, z pour variable indé- 
pendante : ces deux équations contiendront, outre les varia- 
dx du 

blés x, y, z, l'une —, l autre Différentiant la première 



on aura une équation du second ordre contenant 



dx du 
dz’ dz 



et 



— . On a donc maintenant trois équations entre lesquelles 

du • ■ * 

on peut éliminer y et — ; le résultat de l'élimination sera 

une équation aux différences ordinaires du second ordre en- 
tre les variables x et z seules. • 



Cette équation, conformément à ce qu’on a vu n° 474. a 
nécessairement deux intégrales du premier ordre ayant cha- 
cune une constante arbitraire. Admettons que l’on obtienne 

djc 

ces intégrales qui contiendront toutes deux — . On pourra 



éliminer cette fonction au moyen del’équation P — R — =0. 
et il restera par conséquent deux équations contenant cha- 
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cune les variables x, y, s et une constante arbitraire. Met- 
tant ces deux équations sous la forme 



M = a , N = ?(a) , 

elles donneront, comme on l’a dit ci-dessus, l’intégrale géné- 
rale de l’équation 



savoir 




dz 

+ <? sr R ’ 






On voit par là que l’intégration de l’équation linéaire aux 
différences partielles du premier ordre à trois variables se 
ramène toujours à l’intégration d’une équation aux diffé- 
rences ordinaires du second ordre à deux variables. 

481. La méthode exposée dans le n° 478, s’applique égale- 
ment aux cas où l’équation aux différences partielles propo- 
sée contient un plus grand nombre de variables. Si cette 
équation est 



i < *° 

dx 



dv 

dÿ 



do 
dz ' 




et qu’elle ait une intégrale représentée par 



f{v,x, y, z) = 0, 



en différentiant cette intégrale successivement par rapport 
aux variables x, y, z, on en déduira 



df 

dx 


dv __ 


K 

dy 


dv __ 


df 

dz 




!ï 

dv 




df' 

do 


dz~~~ 


~dC 

dv 
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ce qui donne, en mettant ces valeurs dans l’équation pri- 
mitive 






(n) 



On a d’ailleurs, en différentiant l’équation /=0 par rapport 
à toutes les variables v, x, y, z, 



df 

dv 



do + fc d *+-J !j d »+£dz=o. 



(lit) 



Éliminant ^ entre cette dernière équation et la précédente, 
on trouvera 



(Tdx—Pdu) ^ ■ 






A présent j’observe que cette dernière équation, prise en 
elle -même, sera satisfaite quelle que soit la fonction f, si 
l’on pose 

T dx — P dv = 0 , 

T dy — Qdu— 0 , 

Tdz — Iltfo = 0 ; 

d'où résultent les trois autres équations 



Pdij — Qdx = o , 

P dz — R dx — 0 , 

• Qdz— R dy == 0. 

Si donc on trouve pour trois quelconques des équations dont 
il s’agit, trois intégrales telles que 

h — a, M = é, N = c, 
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a, b, c désignant des constantes arbitraires , les valenrs de 
x, y, z en v, a, b, c, qui vérifient ces intégrales, satisferont 
à l’équation (IV), quelles que soient les constantes a, b, r et 
la fonction f De plus, si l'on prend f— (L, M, N), elles 
réduiront ( à une constante et donneront df= 0, en sorte 
que l’équation (III) aura lieu aussi. Démontant de la à l’é- ‘ 
quation (II) , . et se souvenant que a, b, c ont des valeurs 
quelconques, on verra que cette équation (U) est satisfaite 
en posant f=®\ L, M,N) et regardant x,y,z comme des 
variables indépendantes. Et de là il suit aisément que l’é- 
quation (I) est vérifiée avec cette valeur de /, en faisant 
/■= 0. On obtient ainsi l’intégrale cherchée de l’équation (1), 
sous la forme . , 



<t>(L, M, N) = 0 , ou N = ç(L, M), 

<P ou <p désignant une fonction arbitraire. 

On opérerait d’une manière semblable si le nombre des 
variables indépendantes était plus considérable. 

482. On doit distinguer le cas où un terme manque dans 
l’èquation aux différences partielles 



dz dz 

p s + Q aj) =R - 



parce qu’alors l’intégration ne dépend plus que de celle d’une 
équation aux différences ordinaires du premier ordre. 

Supposons, par exemple, que le premier terme manque, 
ou que l’on ait P = 0. Les équations de la caractéristique des 
n“ 478 et 479, se réduisent à 

dx = 0 , 

, Qd* — R dy = 0* 
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La première donne 



x = a, 



a désignant une constante arbitraire, ce qui indique que la 
caractéristique se trouve constamment dans un plan perpen- 
diculaire à l’axe des x ; x étant constante, on ne regardera 
plus comme variables dans la seconde équation que y et z. 
Soit 



» = ?(«)» 



l’intégrale de cette équation. Mettant x à la place de a dans 
le second membre, l’intégrale cherchée sera donc 



. N = ?(!). 

483. Nous pouvons appliquer la méthode précédente aux 
cas simples traités n°* 476 et 477. Dans le Cas du n* 476, 
P et Q sont constantes, et R = 0. Les équations de la carac- 
téristique deviennent 



P dy — Qdx = 0 , 
dz = 0. 

Leurs intégrales sont 

Py— Qx=a, 

L’intégrale générale cherchée est donc, conformément à ce 
qu’on a vu dans le n° 478, et comme on l’a trouvée n° 476, 

Z = cp(Py_Qx). 

484. Dans le cas du n° 477, l’équation proposée étant 
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P et Q sont constantes et R = z. Les équations de la caracté- 
ristique deviennent 

Pdy — Qdx — o , 

Pdz — zdx = 0 , 

Q dz — zdy = 0. 



Elles s’intégrent toutes trois, et donnent pour intégrales 



\ 



Py — Qx = a, 

X 

■ Plz — x — const. ou z.e * — b , 

Plz — y — const. z.e 0;=c , 

a, b, c, désignant trois constantes arbitraires. Ainsi, confor- 
mément à ce qu’on a vu n° 478, on pourra prendre pour l’in- 
tégrale cherchée 

_ * _ » 

z.e •P = ?(Py — Qx) ou z.e Û = <j.(Py — Qx), 

ç et $ désignant toujours des fonctions arbitraires, ce qui 
s’accorde avec le résultat obtenu d’une autre manière n° 477. 
Quant à la troisième équation qui résulterait de la combinai- 
son de ja seconde des deux équations de la caractéristique 
avec la troisième, et qui serait 

' -, 

©• étant le signe d’une fonction arbitraire , elle est comprise 
dans les deux autres, et ne donne rien de plus. En eft’et , 

T AXSFF. 10 
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celles-ci indiquant que z.e p et z.e Q sont toutes deux 
fonctions de la môme quantité Py — Qj, il en résulte néces- 
sairement que les deux quantités dont il s'agit sont fonctions 
l’une de l’autre. On a déjà remarqué d’ailleurs que ces deux 
premières équations expriment la môme chose, et équivalent 
entièrement l’une à l’autre. 

485. Soit, comme nouvel exemple, l’équation très-simple 



dz dz 
dx X dy 



0 . 



Les équations de la caractéristique se réduisent à 



ydy + xdx = 0 , d’où y* + x* = a , 
dz — 0, z — 



L’intégrale de l’équation proposée est donc 

*=?(*’ + y*), 

.<P désignant une constante arbitraire. En effet, l’équation 
dz dz , 

y - x— =0 étant considérée dans la geomelne ex- 

dx dy ■ 

prime que la projection sur le plan des xy (je la normale à la 
surface à laquelle appartient cette équation passe toujours 
par l’origine des coordonnées; ou, si l'on veut, que la nor- 
male rencontre toujours l’axe des z. Cette propriété convient 
à toute surface de révolution dont l’axe coïncide avec l'axe 
des z, et ne convient qu’à une surface de ce genre. Or, il est 
visible que l'équation primitive z = <f[x'-\-y') exprimant 
que l'ordonnée ne varie pas lorsque la quantité x’-j-y* de- 
meure constante, ou que l'intersection de la surface par un 
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plan perpendiculaire à l’axe des z est un cercle, appartient 
également à toute surface de révolution décrite autour de 
l’axe des z par une ligne quelconque. Cette équation a le 
même degré de généralité que l’équation différentielle. 

Une équation analogue à l’équation qui a été désignée 
par F(x, y, z, a, b) = 0 dans le n° 472, est ici 



qui représente une surface sphérique quelconque dont le cen- 
tre est placé dans l’axe des z. Si l’on prend en effet les deux 
équations aux différences partielles du premier ordre, qui 
seront 



ce qui fait disparaître immédiatement la constante b, et si l’on 
élimine entre elles la constante a, on trouvera l’équation pro- 
• dz dz . 

posée y — — x — — G. Mais cette dernière équation n’ap- 
partient pas seulement à toute sphère dont le centre est placé 
sur l’axe des z. Elle appartient également à toute surface 
enveloppe des positions successives qu’occuperait une sphère 
dont le centre se déplacerait sur l'axe des z par la va- 
riation de la constante a , et dont le rayon b vaincrait en 
même temps suivant une loi quelconque exprimée par la re- 
lation 6 = o (a). Celte surface enveloppe, qui serait donnée 
par l’élimination de a entre les deux équations 



après la détermination de la fonction y, serait évidemment 



*' + y’ +(z — a)' — b* 




, , ,dz 



** + y* + (*-«)* = ?(<»), -2 { Z -a) = ï^ y 
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une surface de révolution dont l'axe coïnciderait avec l’axe 
des z. D’ailleurs la seconde des équations précédentes donne 
évidemment 2 fonction de a, ou o=F(x). Mettant pour a 
cette valeur dans la première, on en déduira comme ci-des- 
sus, s = •>’ (ar’ -f- y'). 

On peut aussi regarder comme une intégrale avec deux 
constantes arbitraires de l’équation aux différences partielles 
proposée l'équation 

x’ + y * — à > [z — 6)’ = 0 , 

qui représente la surface d’un cène droit quelconque dont 
l’axe coïncide avec l'axe des z. La constante b est l'ordonnée 
du centre du cène, et la constante « la tangente de l’angle 
compris entre l’axe des z et l’ arête En difTérentiant successi- 
vement par rapport à x et à y, il vient 

x— «>(« — è)^ = 0, y — a'{z — b) ^~= 0 , 

équations qui, par l’éliminatidn des constantes a et b, don- 
dz dz „ . . 

nent y — — x — =0. L enveloppe des positions succès^ 

sives qu'occuperait le cène en faisant varier a dans l’équation 
x* -\-y* — a' [z — <f (a)] ! = 0 est évidemment une surface de 
révolution autour de l’axe des z dont la tigure dépend de la 
fonctiort ®, et à laquelle appartiendra également l’équation 
différentielle proposée. L’équation de cette surface de révo- 
lution se trouvera en éliminant a entre les deux équations 

x* + y*— a\z— ç(a)]* = 0, et z — f{a)— a — ^— = <>• 

Or, la seconde indique que z est une fonction quelconque de 
«, et par conséquent a une fonction quelconque de z d’où 
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l’on voit par la première que : doit être une fonction quel- 
conque de x* -|- y’, comme on l’a trouvé ci-dessus. 

486. Considérons encore l’équation 



x 




Les équations de la caractéristique seront 

xdy — ydx = 0, 
xdz — zdx — 0, 
ydz — zdy = 0. 



Toutes trois sont immédiatement intégrables, et on trouve 
en les intégrant 




a, b, c désignant toujours des constantes arbitraires. On peut 
donc prendre popr l’intégrale de l’équation proposée l’une 
ou l’autre des trois équations 




dont la troisième est comprise dans les deux premières. Ainsi 
l’intégrale générale se forme ici de l’une ou de l’autre des 
expressions 




Dans la géométrie, l’équation proposée 



dz dz 

X dy + »cLc- Z = «' 
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exprime que les plans tangents à la surface à laquelle ap- 
partient cette équation pnssent tous par l’origine O des coor- 
données, propriété qui convient à toute surface conique 
dont cette origine est le centre ou sommet, et qui ne con- 
vient qu’à ces surfaces. Or, il est visible que les équations 

^ =<? ou ÿ =4» (^j caractérisent également les 

faces dont il s’agit, puisqu’elles expriment que les rapports 

x z 

- ou - demeurent constants en même temps que le rapport 
x y 



sur- 



y 

-j ou si l’on veut, que tout plan mené par l’axe des z coupe 
a> 

la surface suivant une ligne droite passant par le point 0. 

L’équation analogue à l’équation F(x, y, z, a,i>)=0 du 
n° 472, est ici _ • 



ax + t>y—z = 0 , 

qui appartient à un plan quelconque passant par l’origine des 
coordonnées, lorsqu’on y regarde a et b comme des con- 
stantes arbitraires. Ses deux équations différentielles du pre- 
mier ordre sont 





et donnent par l’élimination de a et 6 l'équation proposée ; 
cette équation appartient non-seulement à ce plan, mais à 
toute surface enveloppe de l'espace que le plan parcourrait 
en le faisant mouvoir par la variation des constantes a et b, 
sans qu’il cessât de passer par l'origine des coordonnées, 
surface qui serait évidemment une surface conique dont l’ori- 
gine des coordonnées serait le centre. On en aurait l’équation 
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en prenant b =<p (a), et éliminant a entre les deux équations 
a.c + s{a;y — 2 = 0 et aH — '~^.y = 0 . 

i 

OC 

Or, la seconds donne - = fonction de a, ou a — fonction 

OC Z oc 

de On déduira donc de la première = fonction de -, 

y 'J y 

conformément à ce qu’on a trouvé ci-dessus. 



XXXVIII. équations aux différences partielles , linéaires et a 

COEFFICIENTS CONSTANTS, d’l'N ORDRE QUELCONQUE. 



487. Les équations dont nous allons nous occuper méritent 
une attention particulière, parce que c’est par leur moyen que 
les géomètres ont exprimé, dans les cas les plus simples, et 
que l’on peut appeler normaux, les lois générales des princi- 
paux phénomènes dont l’étude est l’objet de la philosophie 
naturelle. Elles ont pour caractère propre de pouvoir toujours 
être satisfaites par une infinité de solutions particulières, com- 
prises dans une môme formule, que l’on peut regarder comme 
une sorte de type analytique, auquel appartient la propriété 
dont l’équation différentielle est l’expression. L'ensemble de 
ces solutions donne sur-le-champ une intégrale générale dans 
laquelle il se trouve des quantités arbitraires, qu’il s’agit de 
déterminer ensuite d’une manière conforme aux conditions 



spéciales appartenant à chaque question. 

Considérons, par exemple, l’équation du second ordre sui- 
vante entre les deux variables indépendantes x, y et la varia- 



ble x supposée fonction des deux autres. 



i +ü * =0 - 
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dans laquelle P, Q, R, S, T, U représentent des quantités con- 
stantes quelconques. Nous aurons ici pour la valeur particu- 
lière qui satisfait à cette équation 

m, n désignant des constantes, pourvu que ces constantes sa- 
tisfassent elles-mêmes à l'équation de condition 

P m* + Qmn 4- Pn* + Sm + Tn + U= 0 ; 

et comme cette équation permet de prendre arbitrairement 
l’une des deux quantités m ou n, on voit qu’il existe une infi- 
nité de systèmes de valeurs réelles ou imaginaires qui peu- 
vent être attribuées à ces deux quantités, avec la condition de 
rendre l’expression s = propre à vérifier l’équation 

proposée. 

Cette équation serait également vérifiée par la somme d’un 
nombre quelconque de valeurs semblables à la précédente , 
affectées chacune de coefficients constants quelconques. On 
peut donc écrire 

z = \e ml+n * + A 1 e* , i* + "iv -f + etc. , 

et cette expression sera l’intégrale générale de l'équation pro- 
posée, si la série comprend tous les systèmes en nombre in- 
fini de valeurs de m et n qui satisfont ensemble à l’équa- 
tion de condition précédente. Les coefficients constants 
A,A„ A„ etc., restent entièrement arbitraires. Cette expres- 
sion de z doit être regardée comme ayant le même degré de 
généralité que l’équation différentielle elle-même. 

Ces notions peuvent évidemment être étendues à toute 
équation différentielle du même genre, quel que soit le nom- 
bre des variables indépendantes et l’ordre de l’équation. 
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488. Les questions qui ont été résolues par l’intégration 
des équations aux différences partielles, appartenaient prin- 
cipalement à la théorie du mouvement de la chaleur, ou à la 
mécanique. Dans les premières, la température d’un point 
donné d’un corps est regardée comme une fonction du temps 
et des trois coordonnées de ce point. L’équation différentielle 
exprime certaines relations qui doivent subsister entre les 
coefficients différentiels partiels de cette fonction, relations 
qui dérivent immédiatement du principe de la communica- 
tion de la chaleur et qui sont communes à toutes les ques- 
tions. L’intégrale doit satisfaire à ces relations, et de plus à 
certaines conditions particulières, qui dépendent de la figure 
du corps, du mode d’échauffement ou de refroidissement, 
enfin de l’état initial des températures des divers points. Dans 
les questions de mécanique, où l’on considère le mouvement 
d’un système de corps, on regarde les coordonnées variables 
des points qui se déplacent, comme des fonctions du temps 
et de leurs coordonnées initiales. Les équations différen- 
tielles expriment les lois générales du mouvement. I^es inté- 
grales doivent satisfaire à ces équations, aux conditions par- 
ticulières du système, et représenter, quand on y suppose le 
temps nul, l’état initial de repos ou de mouvement dans le- 
quel ce système se trouvait à l’instant d’où le temps est 
compté. Pour donner, dans les cas les plus simples, une idée 
de la manière dont ces intégrales se forment, on considérera 
les questions suivantes. 

489. Concevons, comme dans le n“ 448, une barre cylin- 
drique ou prismatique dont les dimensions transversales sont 
très-petites. Admettons que cette barre, d'une longueur dé- 
terminée, ait été primitivement échauffée d’une manière 
quelconque, puis placée dans un milieu dont la température 
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constante est zéro, et que ses deux extrémités soient aussi 
maintenues constamment, par une cause quelconque, à la 
température zéro. Il s’agit, l’état de température initial de la 
barre étant donné, de connaître les variations que subiront 
avec le temps les températures des divers points, jusqu’à ce 
que l’excès de chaleur qui lui avait été communiqué s'étant 
dissipé dans le milieu environnant , ces températures aient 
été toutes réduites à la température même du milieu. On 
nommera 

Ü l'aire de la section transversale de la barre; 

Y le périmètre de cette section ; 

x la distance d’une section quelconque à l’une des ex- 
trémités; 

v la température qui a lieu dans cette section à la fin du 
temps t ; 

a la longueur de la barre ; 

K, h les conducibilités intérieure et extérieure ; 

G la chaleur spécifique; 

D le poids de l'uoité de volume. 

La chaleur passe des parties les plus échauffées de la barre 
dans celles qui le sont le moins, en même temps qu’elle se 
dissipe, soit dans l'air environnant en traversant la surface 
de la barre, soit en s’écoulant par les deux extrémités main- 
tenues à la température zéro. Si l’on considère l’élément du 
prisme dont la longueur est d-r, et dont le volume est üdx, 
on reconnaît que la température de cet élément s’élevant de 

^ dt dans le temps dl, l’excès de la chaleur qu’il reçoit sur 
dt . 

dv 

celle qu’il perd dans le même temps, doit être CD. Q dx — dt. 
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Or, la chaleur qu’il reçoit dans le temps dl par sa première 
extrémité est - — K.Q^rf/; celle qu’il transmet par l’extré- 
mité opposée est. — K.ü ^ dx\ dt; et celle qu’il 



perd au travers de sa surface est h.'fdj-.vdt : d’où i! suit que 



la chaleur qui reste dans l’élément est ( K.ü — hf.vj dxdt. 

Égalant cette quantité de chaleur à celle qui est nécessaire 
pour produire l’élévation de température qui a lieu dans cet 
élément, il vient 



dv _ K <Pv Af 

di,~ CD «C 3 ii 



v. 



pour l’équation aux différences partielles qui exprime la loi 
du mouvement de la chaleur dans la barre. 

Cette équation devient plus simple en posant v =u.e Q , 
u désignant une nouvelle variable : elle se réduit alors, en 

écrivant pour abréger A à la place de — , à 

LU 



• du _ (Pu 

dt ~ ‘ 

Conformément à ce qu’on a vu dans le n* 487, on y satisfera 
par la valeur particulière a = e’* I+ *', pourvu que les con- 
stantes m et n vérifient l’équation n = km'. Ainsi l’intégrale 
générale est 

w= Ae"'+** J ' + + etc. , 

dans laquelle les constantes tn.ro,, m,, etc., et A, A,, A„ etc., 
sont entièrement indéterminées. 
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490. Cette intégrale, aussi bien que l’équation différen- 
tielle, appartient à toutes les questions où il s’agit du mou- 
vement de la chaleur dans une barre prismatique dont les 
dimensions transversales sont très-petites, et qui est placée 
dans un milieu de température constante. Elle doit satis- 
faire, dans la question dont il s’agit ici, aux deux condi- 
tions suivantes : 1° que la valeur de v , et par conséquent 
celle de u , soient toujours nulles aux points extrêmes de la 
barre, c’est-à-dire pour les valeurs x = 0 ,x = a; 2° qu’en 
supposant (=0 l’expression de» s’accorde avec l’état ini- 
tial des températures, que l’on doit supposer donné sous 
cette forme v = o(x) , o désignant une fonction entièrement 
arbitraire. 

L’expression précédente ne satisfera pas à la condition de 
donner u=0 pour les valeurs ar=0 et x=a, en prenant 
pour les nombres m , n,, m, , etc., des valeurs réelles. Mais 
en leur attribuant des valeurs imaginaires m y/ — 1 , m s \J — 1 , 
— 1, etc., et remplaçant chaque exponentielle imagi- 
nait par sa valeur en sinus et cosinus d’arcs réels, on aura, 
au lieu de cette expression , la formule 

il — (Asin.mx -(- Bcos.mx)c~ l, '' ! ' -f (A,sin.m,x -f B,cos.m,x)e - *”i 3i 
-f (A,sin.m,x + B,cos.m I x)e -h, ‘i ,< + etc. , 

dans laquelle on doit, pour lui conserver toute la généra- 
lité quelle comporte, donner des coefficients aux termes 
sin.mx.c -1 " 1 ', cos. mx.e~ hm ' > , et ainsi des autres, parce que 
ces termes vérifient séparément , ainsi qu’il est facile de s’en 

assurer, l’équation différentielle ^ = k ^ . Mais dans le 

cas particulier dont il s’agit, nous devons nécessairement 
supposer nuis tous les coefficients ft, B, , B., etc., puisque 
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les termes qu'ils affectent ne peuvent se réduire à zéro 
lorsque l’on suppose x = 0 ; et nous devons prendre sim- 
plement la partie de l’intégrale qui s’accorde avec cette con- 
dition; savoir : 

u=Asin.mx.(^*™ ! '+A,sin.»n 1 a:.c - ‘"i s, +A s sin.»i r r.e^*"j ,, + etc. 



Pour satisfaire ensuite à cette autre condition que u = 0 
lorsque x = a, il suffira de choisir, pour les nombres 
m, m,, m„ etc., des multiples exacts de la demi-circonfé- 
rence divisée par a. Nous écrirons donc 



tu» , 



=A.sin. — .e 
1 a 



■ 

4 A.sm. .e 

a 



kî 1 ^ 

«» 



‘ . 3zx ■ 

+A,sin . — -.e 



nw 

a» 



+ etc. 



et en concevant cette série prolongée à l’infini’, le résultat 
présentera toute la généralité possible, avec les conditions 
que l’expression de u satisfasse à l’équation différentielle et 
donne u = 0" lorsque x — 0 et x = a. 

•491. Il reste à satisfaire à la condition qu’en faisant 1=0, 
ce qui donne v = u , et 



. 2r^r . 3 

u = A.sin. — + A.sin. h A.sin. f- A.sin. h etc., 

1 a a a a 



la série du second membre, prolongée à l’infini, reproduise 
la valeur de la fonction donnée et arbitraire <p(x), par la- 
quelle on suppose l’état initial des températures représenté; 
c’est-à-dire que les coefficients A,, A,, A,, etc., qui restent 
encore arbitraires, doivent être déterminés par la condition 
que l’équation 

e(x)=A,sfn. A^in. +A,sin. ^ r — -f A,sin. +etc...,(A) 

■ a a ti 1 a 
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subsiste pour une valeur quelconque de la variable x com- 
prise entre x = 0 et x = a. 

Concevons que l’on ait partagé la longueur a de la barre 
en un nombre n-fl de parties égales, n étant un nombre 
entier très-grand, et qui tend à devenir infini, et désignons 

par x, , x,, x t , , x. les abscisses des points de division. 

On posera les équations 

. . . . w. , . . 2«r, , . . . 3«-, , , . , n~~c. 

«{x.^A.sin. - — - 4-AjSin. — J + A.sin. — 1 + +A,sin. 1 , 

a a a a 

. . . . r_r, . 2r_r, .. 3 rjc, , ... nrjc , 

o(xJ=A,sm. - * 4 -A.sm. — ? + A.8m. — - + -fA.sin. — 1 . 

a a a a 

* i a ÎÏÆà, a 2'nfa - , 3'*a2à, , . W'aXl 

tptXjJ^A^in. — 3 +A s sin s +A 4 sin. — 3 + +A,,sin. — 5 , 

CL CL cl a 



f (x.)=A 1 8ln. r ^- +A,sin. +A,sin. + + A»sin. —5, 

qui doivent toutes subsister, et d’où l'on peut déduire les 
valeurs des coefficients A lf A,, A S ,,....A«. Pour opérer l’éli- 
mination qui donnera la valeur du coefficient A, apporte- 

tira? 

nant au terme A.sin. — , on multipliera la première des 

— %— sin. la seconde par 

n-f-1 a 



équations précédentes par 

a tnx 






— ; — r sin . — -, la troisième par — — sin. — -, etc., en- 

n — 4 a n 1 a 

fin la dernière pat 



— sin. . On ajoutera ensuite 
n -j- 1 a 

toutes ces équations. Or, il est visible que le nombre n étant 

a 

devient l’élé- 



supposé infiniment grand, l'intervalle 
ment infiniment petit dx ; et 



n -j- 1 
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1° La somme des premiers membres ne diffère point de 
l’intégrale définie j' dx. sin. — 

4/0 ® 

17TX 

2° Si l’on désigne par Aysiu. - — un terme quelconque 

“ sâàfâs 

du second- membre de l’équation (A), la somme des termes 
correspondants dans les équations précédentes ne diffère 

. . , , C a , ■ irx - ■ l~ x 

point de A, 1 ax.sin. — sin. i — . 

J o a a 

3* Enfin la sonune des termes contenant le coefficient 
Ai est A; / a dx.sin*.— . 

. J » a 

Remarquons maintenant que l'intégrale définie 

/ a . , irx , jxx 

dx. sin. — .sin. - — , 

0 a a 

est nulle tant que les nombres i et j sont des nombres en- 
tiers différents l’un de l’autre, puisque cette intégrale re- 
vient à * 

■ 

Mais si les nombres i et j sont égaux , ou s’il s’agit de l’in- 
tégrale 



f a . . . 1 fer 

/ otr.sin.*— , 
J » « 



on trouve pour sa valeur Ainsi l’opération précédente a 
fait disparaître tous les termes , hors, un seul , et il reste 



Itil) — 



pour déterminer le coefficient cherché, l’équation 



J 



>a , .irjc a 

ox.sin. - — .?(.r) = A, 0 ; 



d’oii l’on déduit 



2 C a . . inx . . 

A < = - I ax.sin. — .f{x), 

a J 0 a 



pour l’expression d’un coefliciént quelconque dans le second 
membre de l’équation (A). Chacun de ces coefficients est 
donné par une intégrale définie sous le signe de laquelle 
entre la fonction arbitraire <f(x). Cette intégrale représente 
l’aire d'une courbe que l’on forme en multipliant, dans 
l'intervalle compris entre x = 0 et x==a, les ordonnées 
correspondantes des deux courbes qui seraient représentées 

\TZX 

par les équations y = <f(x) et y = sin. — - : elle peut tou- 
jours être calculée , pourvu que l’ordonnée n’ait pas de va- 
leurs infinies dans cet intervalle, circonstance qui n’a ja- 
mais lieu dans les questions physiques auxquelles s’applique 
cette analyse. 

L’équation (A) devient donc (en mettant sous le signe des 
intégrales définies une autre variable a à la place de x) , 

2(" . -t f a . r.x 2r.r /*“ . 2 r.n 

»(x)=- sin. — / «*sm. — .o(aj+sjn. — l d asm. — -.sfa) 

oL u J o « ' ' « J o « 

. 3 rx ÇO- . 3™ , , , . 1 

4- sin. — f dasin. — . ?(a) -I- etc. . 

«Ji « J 

que l’on peut écrire, pour abréger 

o(x)= - Q sin. - r ‘ x f dasin. — . ç(a), 
a ‘J a J „ a TK ' 
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», 

S; 



• désignant un nombre entier quelconque. On prouve d’ailleurs 
qu’une telle série est nécessairement convergente, quelle que 
soit la fonction arbitraire ç(x), c’est-à-dire que la somme des- 
, termes, à mesure que l’en en prend un plus grand nombre, 
approche toujpurs d’une limite déterminée, qui est la valeur 
du premier membre, pourvu que l’on ne donne à la variable 
x que des valeurs comprises entre 0 et a ('). Au delà de cet 
intervalle, le second membre de l’équation affecte des valeurs 
périodiques , qui ne s’accordent plus en général avec celles 
que pourrait donner la fonction arbitraire ç(x). 

11 ne sera pas inutile de remarquer qu’il ne peut être per- 
mis d’omettre dans le second membre de l’équation (A) , un 
seul des termes appartenant à la série des sinus des arcs 
égaux à la demi-circonférence multipliée par un nombre 
entier quelconque ; car cette omission ôterait à l’intégrale 
cherchée la généralité nécessaire, l’intégrale devant tou- 
jours comprendre, sans aucune exception, toutes les ex- 
pressions analytiques qui satisfont à l’équation différentielle 
et aux conditions particulières de la question. C’est ce qui 
devient manifeste en remarquant que si l’on omettait, par 

exemple, le terme A s sin. on trouverait alors en mul- 

3itx 

tiphanl les deux membres de l’équation (A) par ax.sin. — -, 

et intégrant ensuite depuis x = 0 jusqu’à x = a, le résul- 

/ * 3r.X 

cfjc.sin.— — . ç(x) = 0, résultat qui ne peut évidem- 
ment subsister en général, mais seulement pour certaines 
formes particulières de la fonction <f(x). 



- 1 * 



v; 



an, 



(*) Voyci snr ce point un Mémoire de M. Lejeune Diricblet, inséré au 
tome IV, du Jonrnal de, M. C.rello. 

V ANVÉl. ii 
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492. D’après ce qui précède , la température variable v des 
différents points de la barre se trouvera donc exprimée par 
la formule 




i=® _ t w t . 

fi «'** CI) «» ‘ C a j . if.a , \ 
y sln. — .e J dastn. — . çfe). 



qui résout entièrement la question proposée. Elle indique 
la manière dont la chaleur se propage et se répartit dans la 
barre. Les termes successifs de la série sont affectés des 
_i s __ K L’/ _ R 3, ' ,, 
facteurs e c ® *’ , e C1J «* , e CD ** , etc. , qui se rédui- 

sent tous à l’unité quand f=0, niais qui, lorsque t aug- 
mente, prennent des valeurs très-inégales, décroissant d’au- 
tant plus rapidement à partir du premier terme que le temps! 
est plus grand. 11 en résulte qu’à mesure que le temps s’é- 
coule, les derniers termes de la série disparaissent successive- 
ment, et que bientôt elle peut être réduite à ses deux pre- 
miers termes, ou même à son premier terme seul; en sorte 
que l’on a simplement 



2 ' 
o= -.e 
a 



Vü + 0) 



.sia. 



kc Ça 

~üj o 



da.Sin. — .çf«). 
a T ' 



Ainsi quelque arbitraire et irrégulier que puisse être l’état 
initial de la température, elle tend rapidement à se rappro- 
cher de la distribution indiquée par cetle expression, c’est- 
à-dire d'un état tel que les températures des divers points 
sont proportionnels aux sinus des arcs compris dàns la demi- 
circonférence. Ces rapports une fois établis ne s’altèrent’pas. 
Les températures de tous les points s’abaissent à la fois en 
conservant les mêmes proportions, et ce n'est à la rigueur 
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qu après un temps infini que tout l’excès de la chaleur qui 
avait été donné à la barre étant dissipé, cliacun des points 
est amené à la température zéro du milieu dans laquelle elle 
est placée. 



493. On reconnaît d’ailleurs que la solution précédente, 

par cela seul qu elle représente l’état initial et satisfait à 

1 équation différentielle, est la seule qui puisse être obtenue, 

et que toute aulre solution ne pourrait en différer. En effet, 

lorsque le premier état v t — des températures est donné, 

1 équation différentielle faisant connaître la valeur du coeffi- 

dv dv 

ci tnt —, détermine la température' r 0 + A i = e, qui a 

lieu après fe temps M pour un point quelconque, avec une 
exactitude d’aufant plus grande que At est plus petit. Elle 

déterminera également les températures e, -j- a*, 

dv. 

v » — Vi '~di At> elc '’ fl 11 * auront lieu après les temps 2Af, 

3At, etc. Or, l’expression précédente donnant v — v Q lorsque 
f = 0, et satisfaisant à l’équation différentielle, donnera évi- 
demment en y supposant! =A(,=2At,=:3A<, etc., les mêmes 
valeurs c,, t>,, tt s , etc. (l’intervalle A! étant supposé, comme 
on doit le taire, infiniment petit). Ainsi la solution est unique, 
et nécessairement exprimée par la formule précédente. 

494. Nous considérerons maintenant la question du mou- 
vement de vibration d une corde tendue entre deux points 
fixes. Un suppose que cette corde ait été dérangée d u ne 
manière quelconque de sa figure naturelle rectiligne, et que 
l’on ait imprimé des vitesses quelconques à tous ses points : 
il s’agit de déterminer les mouvements qu’ils affecteront. 
Nous supposerons, pour plus de simplicité, que ces mouve- 
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ments s’opèrent dans un plan , et de plus , que les écarts de 
chaque point à partir de la ligne droite tracée d’une extrémité 
fixe à l'autre , sont très-petits, en sorte que l’on peut négliger 
les puissances supérieures des nombres qui les représentent. 
On désignera par 

x l’abscisse d’un point quelconque de la courbe affectée 
par la corde, à la fin du temps t; 

y l’ordonnée du même point ; 

a la longueur de la corde entre ces deux extrémités fixes; 

p le poids de la corde pour l’unité de longueur; 

P un poids égal à 1^ force avec laquelle la corde a été 
tendue ; 

g la vitesse imprimée aux corps pesants par la gravité 
dans l’unité de temps. 



Le mouvement de chaque élément de la longueur de la 
corde, dont le poids peut être exprimé par pdx, et la masse 

par ? dx, {>eut être déterminé en considérant cet élément 

comme un point matériel libre, pourvu que l’on ait égard 
aux forces qui le sollicitent par l’effet de sa liaison avec les 
autres parties de la corde. Or, si l’on veut déterminer le mou- 
vement de l’élément dans le sens des y, on considérera qu’à 
la fin du temps t, cet élément est sollicité à sa première 
extrémité, en vertu de cette liaison, parallèlement aux y, 

par la composante P ^ de la tension P de la corde , qui 

tend à le rapprocher de l’axe des x; et à sa seconde extrémité 
par cette même composante augmentée de sa différentielle , 
savoir, 

p (dy d‘y r 
V<tx + dx> 



d*y 



Digitized by Google 



! fir» — 



qui tend à l’élotgner du même axe. Donc l’élément est solli- 
cité dans le sens de l’ordonnée y par la différence de ces 
■ d* V 

deux forces, qui est P ^ dx, et par conséquent la loi de 
son mouvement est exprimée par l’équation 



p^g =P £y i<tef 

g dt* dx* 



ou 



d'y _ £P d*y 
dt* p dx 1 ’ 



qui doit subsister pour tous les points de la corde. 

493. En cherchant, conformément au n° 487, à satisfaire 
à cette équation par la valeur particulière y = e m * + ’“, on 
reconnaît que les quantités m et n sont assujetties à la 
condition 

n* = k*m* , d’où n = ± km , 



on écrivant pour abréger k au lieu de y/ — . On peut donc 

prendre y = e mix+i,) et y=e n,l " _ * ,) , la valeur de m demeu- 
rant arbitraire. D’où l’on conclut que l’intégrale générale de 
l’équation précédente est exprimée par 

y = + A,e m « (f+ “> + etc. 

+ Be-' 1 -*') + + etc. 

les constantes m, m,,»»,, etc., n, etc., étant entière- 

ment arbitraires, aussi bien que A, A„ A„ etc., B, B„ B., etc. 

Afin- que ces constantes soient déterminées maintenant 
d’une manière conforme aux conditions de la question pro- 
posée, il faut en premier lieu que la valeur de y soit nulle 
aux deux extrémités fixes de la corde, c’est-à-dire lorsque 
x = 0 et x = a, eè qui exige que. l’on attribue des valeurs 
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imaginaires aux constantes »n,m J ,m Il etc.,etn,n 1 ,n > , etc., , 
ou que l'on remplace e mir+il> par 

cor. m'i + kt) + v — 1 sin.wi'i + kt) = eoR.mx. cos.mkt 

— sin. mi . sin.mlrt 

+ \J — ï (sin.mx cos .mkt + cos ,mx sin .mkt) , 
et de môme par 

cos. nx . cos.nkt + sln.nx. sin .nkt +\J — f (sln.nx cos. nfrD 

• — cos. ni si n. nkl ) , 

et ainsi des autres termes. De plus, il faudra supprimer les 
termes contenant cos. m.r ou cos. ni, puisqu’ils ne deviennent 
point nuis quand x = 0; et quant aux, termes contenant 
sin.wx ou sin. nx, on devra prendre pour les constantes m 
ou n un nombre entier de demi-circonférences divisé par a, 
afin que ces termes s’évanouissent lorsque x — a. Nous au- 
rons donc pour l’intégrale cherchée, en donnant des coeffi- 
cients différents aux termes qui satisfont séparément à l’é- 
quation différentielle. 



kc r/.-f . 

u=A.sin. — cos. — + A, sin, 
3 1 a (i 


2:x 


2r.kt 


. . 3-x 3 -kt , 

4- A sin nns l otr 


( vUo» 

a 


a 


3 a a 


TJC , T.kt n , 


2r,r 


Üxkt 


, „ . 3”i • Sr.kt 


+ B,sin. — sin. — - + B,sin. 


sin. 

a 


a 


•fRjSin. sin. h etc. 

- 1 a a 



et il ne reste, plus qu’à déterminer les coefficients A,, A,, 
A,, etc., et B,, B,. B,, etc., d’après la considération de 
l’état initial. 

400. Supposons donc qu’à l’instant d’où l’on commence 
à compter le temps : 1° la figure de la corde soit exprimée 
par l’équation y — Ÿ x ' > la vitesse de l'un quelconque de 
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dy 



ses points soit exprimée par l’équation — = <p et 4- dé- 



signant des fonctions entièrement arbitraires. Pour que l’ex- 
pression précédente s’accorde avec ces conditions, on devra 
donc avoir 



tfx) = A,sin. — + A, sin. — + A, sin. + etc.. 



,, , _ nk , rjc 2 ~k . 2st 3 r.k , 3rx 

A(x) = B, — stn. — h B- — sm. h B. — sin. h etc., 

TW 'a a * a a 5 a a 



équations d’après lesquelles les coefficients dont il s’agit se 
détermineront conformément à ce qu’on a vu dans le n° 491 . 
L’expression complète de l'ordonnée y sera en conséquence 



2 rx • fit* fitl tt l'a 

- S sin. — • cos. — I 
a tJ a a J 0 

»=i 



rf» . sia. —,«(«) 
a TV 



2 o 1 . nue J r.kt f a . , m , I 

+ r-S-.-sin. — .sin . — - d<x. sin. — .<!{«) I. 

Int t} i a a J 0 a I 






Cette expression montre que, quel que soit l’état initial, 
le mouvement de la corde peut être regardé comme la réu- 
niqn ou la superposition d’une infinité de mouvements sim- 
ples oscillatoires, exprimés chacun par un terme des séries. 
Les durées des oscillations dans ces divers mouvements 



simples décroissent comme les nombres 1, etc. 

s .) 4 



L’état initial se reproduit alternativement d’un cAté et de 
l’autre de la direction naturelle de la corde. La durée d’une 




oscillation entière est a\f ^ , en sorte qu elle est propor- 



s! 
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tionnelle à la longueur de la corde entre ses extrémités fixas 
et à la racine quarrée du rapport du poids de l’unité de 
longueur de la corde au poids qui en mesure la tension. 
Ces résultats sont entièrement conformes à l’expérience. 

Des notions analogues à celles qui ont été présentées dans 
le n° 493 , prouveront d’ailleurs que la solution est unique, 
et nécessairement donnée par l’expression précédente, qui 
s'accorde avec l’état initial et vérifie l’équation différentielle. 

, XXXIX. MÉTHODE DES VARIATIONS. 



497. La méthode des variations a pris naissance dans les 
questions de maximum et de minimum considérées sous le 
point de vue le plus étendu; mais son utilité principale consiste 
dans les applications à la mécanique. Nous ne pouvons pré- 
senter ici que les premiers éléments de cette méthode et ses 
usages les plus simples. 

Il faut distinguer en premier lieu. en quoi les questions de 
maximum ou de minimum qui dépendent du calcul des varia- 
tions diffèrent des questions ordinaires du même genre. Dans 
les questions ordinaires , une quantité U esl donnée en fonc- 
tion d’une ou de plusieurs variables indépendantes x, y, 
z, etc., de manière que chaque système de valeurs attribuées 
à ces variables amène une valeur déterminée pour U. On 
demande de fixer les valeurs do x.y, x, etc., qui rendront U 
la plus grande ou la plus petite qu’il soit possible. Cette 
question, comme on l’a vu dans l’article XIV, se résout en 
posant les équations 







etc., 
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auxquelles doivent satisfaire les valeurs demandées des va- 
riables x, y, z, etc. Quant à la distinction des cas où les 
valeurs qui satisfont à ces équations répondent effectivement 
à un maximum ou à un minimum , elle est fondée, comme 
on l’a vu également dans l'article cité , sur la considération 
des coefficients différentiels du second ordre de la fonction U. 

Dans les questions qui dépendent du calcul des variations, 
on conçoit entre diverses quantités variables une relation exis- 
tante, mais indéterminée, et l’on demande de déterminer 
cette relation de manière que la valeur d’une certaine fonc- 
tion , valeur qui dépend de la relation dont il s’agit, soit la 
plus grande possible. 

Par exemple une courbe étant tracée entre deux points 
fixes, la grandeur de l’aire comprise entre la courbe, l’axe 
des abscisses, et les ordonnées des points extrêmes, est dé- 
terminée, et sa valeur résulte de la relation y — f(x) qui est 
l’équation de la courbe. Représentons-nous entre les deux 
points fixes plusieurs courbes qui auraient toutes des lon- 
gueurs égales : l’équation y = f[x) sera différente pour cha- 

/ x u 

dx.y, aura également 

*0 

des valeurs différentes. La longueur de la courbe est expri- * 
mée d’ailleurs par 






On peut demander, cette longueur demeurant la même, de 
déterminer la figure de la courbe, c’est-à-dire la forme de 

la fonction f(x), de manière que l’aire j “ dx.y soit la plus 

J x 0 

grande ou la moindre possible. 
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Concevons encore une courbe tracée entre deux points 
fixes, et considérons un corps qui descend le long de cette 
courbe ert cédant librement à l’action de la gravité. Le temps 
que ce corps emploiera à parvenir d'un point à l’autre dépend 
de la figure de la courbe dont il s’agit, et sa valeur est 
exprimée, en supposant l’axe des x vertical, par 

Ji, v — x a ) 

On peut demander de déterminer la relation y — f{x) qui 
donne la figure de la courbe de manière que ce temps soit 
le moindre possible. Cette question sera plus étendue si l’on 
admet que la courbe de la plus vile descente, ou brachys- 
tochrône , doit être tracée, non pas- entre deux points 
fixes, mais entre deux lignes courbes données, ou entre 
deux surfaces courbes données. Les limites x 0 et de l’in- 
tégrale deviennent alors variables, aussi bien que l’abscisse 
x„ du premier point de la courbe qui se trouvé sous le signe 
d'intégration définie. 

, Une recherche de même genre est celle de la ligne la plus 
courte qui puisse être tracée sur une surface donnée, entre 
deux points fixes, ou entre deux lignes marquées sur cette 
surface. 

498. Ces exemples suffisent pour indique? quelle est la 
nature des questions dont il s’agit , et à quelles recherches 
analytiques on se trouve conduit pour en trouver la solu- 
tion. L’expression de la quantité qu'il faut rendre un maxi- 
mum ou un minimum se forme, d'après les règles connues, 
au moyen des éléments différentiels de la courbe cherchée. 
Cette expression est toujours une intégrale définie prise 
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entre des limites données, fixes ou variables avec certaines 
conditions. On doit rendre la valeur de cette intégrale la 
plus grande ou la moindre possible; en déterminant en 
conséquence la relation analytique dont dépendent les coeffi- 
cients différentiels qui se trouvent sous le signe d'intégra- 
tion. Cette question se résout d’ailleurs au moyen des prin- 
cipes qui s’appliquent aux questions ordinaires de maximum 
et de minimum. On suppose que toutes les quantités variables 
dont dépend la valeur de la fonction proposée augmentent 
de quantités arbitraires qui peuvent être supposées aussi 
petites qu’on le veut; et dans le développement de la valeur 
qui en résulte pour cette fonction, on égale à zéro le terme 
qui contient les premières puissances de ces accroissements; 
ou, si l'on veut, on égale à zéro la différentielle totale de la 
fonction proposée prise par rapport à toutes les quantités 
variables qu’elle contient. L’équation qui en résulte doit 
subsister pour toutes les valeurs qui peuvent être attribuées 
aux accroissements infiniment petits de ces quantités va- 
riables. Elle exprime la condition nécessaire du maximum 
ou minimum. Quant à la distinction des cas où il y a maxi- 
mum ou minimum, et de ceux où, bien que cette condition 
Soit satisfaite, le maximum ou minimum n'existe pas, elle 
dépend de la considération du ternie qui contient les se- 
condes puissances des accroissements. Le maximum et le 
minimum ont lieu respectivement lorsque ce terme est tou- 
jours négatif ou toujours positif, quelles que soient les valeurs 
des accroissements. 

-409. NonS considérerons en premier lieu le cas où l’on 
n’a qu’une variable indépendantes;, et une fonction y dont 
la valeur dépend de celle de x; y représentera donc l’or- 
donnée d’une courbe dont x est l’abscisse. 11 s’agit de dé- 
terminer la figure de la courbe de manière que l’intégrale 



Digitized by Google 




— l~i — 



définie 



n 



dx . Y 



nombre déterminé des quantités x, y, — , -~- s , etc. 



soit un maximum ou un minimum. Les limites x a et x, u de 
l’intégrale peuvent avoir une valeur constante donnée. Ces 
limites peuvent aussi, dans quelques cas, varier d’après 
certaines conditions. V est une fonction quelconque d’un 

d'y d'y 

dx’ 

x étant la variable indépendante, l’élément dx est supposé 
constant. 

Cela posé, nous admettrons d’abord que les limites x 0 , 
ont une valeur constante. Dans ce cas, les points extrêmes 
de la portion de courbe que l’on considère doivent se trouver 
toujours sur les perpendiculaires à l’axe des abscisses, me- 
nées aux distances x„, x u de l’origine; et l’on fera varier 
d’une manière aussi générale qu’il soit possible la fonction pro- 

/ x a 

dx.X, si l’on suppose que la courbe cherchée se 

x o 

change dans une courbe quelconque infiniment voisine qui 

soit assujettie à cette condition. Or il n’est pas nécessaire., pour 

opérer un tel changement, de faire varier x dans la fonction 

V; il suffit d’attribuer, dans cette fonction, à la quantité y et 

. . , , . , du d'y d'y , . . 

par suite a ses dérivées , -r^r , — -, etc., des variations 
r dx dx' dx' - 

... .. , du . d'y , d'y 

que nous désignerons par oy, o -p, o • t , o— etc., et 

qui pourront être différentes d'une abscisse à une autre, en 
sorte que oy est une quantité infiniment petite, mais d’ailleurs 
fonction quelconque de x. La caractéristique o représente, 
aussi bien que la caractéristique d, un accroissement inti- 
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niment petit attribué à la quantité variable affectée de cette 
caractéristique ; mais il y a ici cette différence que le signe 
d indique un accroissement résultant du passage d’un point 
de la courbe cherchée au point suivant de la même courbe , 
tandis que le signe S indique un accroissement résultant de 
ec qu’on passe d’un point de la courbe cherchée au point 
correspondant de la courbe quelconque infiniment voisine. De 
plus nous appellerons variations les accroissements désignés 
par 8, le nom de différentielles étant conservé aux accroisse- 
ments indiqués par d. La variation de la fonction V résultant 

des variations attribuées aux quantités y, 4-4 > 4-4, etc., 

dx dx* dx' 

qui y sont contenues, sera exprimée par 8V ; et l’on aura 

si l’on représente par N, P, Q, R, etc., les coefficients diffé- 
rentiels de la fonction V pris respectivement par rapport aux 

... . • . . , dy d’y d’y 

quantités vanables y,~, —, -JL, etc. 

La condition du maximum ou minimum exige que la va- 
riation 

f x x “dx.sv 

. /y > 

de l’intégrale définie proposée soit nulle. Cette condition est 
donc exprimée par l’équation 

-Æ*('»+"£+»2+” 3 +~) 

Jjfu 

B00. On remarquera maintenant que dans les termes — , 
* * doc 
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Idy o d'y • 

— j , etc., l’ordre des signes d et 8 peut être inter- 
verti à volonté. En effet, l'ordonnée du point de la courbe 
cherchée étant y, l’ordonnée du point suivant de la même 
courbe est y dy, et celle du point correspondant de la 
courbe voisine est y -(- o y. Donc l'ordonnée du point suivant 
de cette dernière courbe est également y -j- dy -f- î(y -f- dy), 
ou y + ty + d(y + cy). Donc S dy — dly. La même remarque 

peut être appliquée à la fonction ^ et aux fonctions suî- 

dx 

- Id 1 y dldy d'ày 

vantes. On a également -~- t — — 



et ainsi de 



suite. Nous pouvons dpnc écrire, au lieu de l'équation pré- 
cédente , 

° = /xr^( N ^ +p 2 +o S +R S-+ etc *) 

Or, si l’on considère à part chacun des termes du second 
membre, on voit qu’au moyen de l'intégration par parties 
ils peuvent être transformés de la manière suivante. On 

aura 

J dx. P — const. + P£ÿ — / dx . ^ 5 ij ; 

i 

puis en donnant successivement aux quantités qui entrent 
dans cette équation les valeurs qui répondent aux limites x t 
et x w de l’intégrale , 

0 = const. + P 0 ôy 0 , 

/'Xu, dly „ . /X> rfP, 

J X U dx • P dx = CUUSl - + J x 0 ^■dx 1 *' 
et en retranchant le premier résultat du second , 
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On trouvera de même pour le terme suivant 



/' 



, du dQ , . , , d’O , 

= const. + Q°jg — di C ' ,J + idj: 'dx ,<>y '' 



et par conséquent 



/:>^£?=r-vë+s s ^/:>-g s » 



■ 



, n .di/o, dQ u 

+Q “ S dx~~te y " 



} 



Le terme qui viendra après donnera 






,d'y 

dx r 



dit d'ô y 

‘ dx dx 1 



.. „.d»u dR.du , d’R, , . d 5 R. 

^««ut. + Ro^- -oy-jdx.^y. 



et par conséquent 



/: 



J i» «■ 

dtf.R-rj 
x„ dx 3 



,^y. 



L+»u*ÏÏ“-îf i is + S' 8 »“ J 



Et airïsi de suite pour les autres termes. 

D'après ces transformations , l’équation précédente expri- 
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niant la condition du maximum ou du minimum, se trouve 
changée en 



- ( p «- S + etc - ) Sÿ » - ( S + eic - ) 5 



dÿt 
dx 

—(R — etc. ) 3 — etc. 

+ ( p --§*- ete -)*-+ + etc ) 8 % 
+(R U — etc.)S^|“ + etc. 
. f' T “ j / w dP, «CQ d*R . . V 

+ J*o ^{*-& + d*-d* +etc -r 
= 0. 



•Celte équation doit subsister, pour que la condition du 
maximum ou du minimum de l’intégrale définie proposée 
soit satisfaite, quelles que soient les variations marquées 
par le signe S. Les deux premières lignes contiennent les 

variations des quantités y 0 , , etc., ou y u , 

d l y 

, etc., qui représentent les valeurs que prennent les 



dx ’ 
fonctions y, 



dy_ ^ ’y_ 
dx’ dx ! 



, etc., lorsqu’on attribue à l’abscisse x 



les valeurs x 0 ou x u qui répondent aux limites de l’intégrale 
définie proposée. La dernière ligne contient sous le signe 
d’intégration la variation oy de l’une quelconque des coor- 
données de la courbe, variation qui est entièrement arbi- 
traire. Cette dernière ligne doit être égalée séparément à 
zéro ; et il en est de même des deux autres. 

SOI. Nous aurons donc en premier lieu l’équation in- 
définie • 



Digitized by Google 



— 177 



„ „ dl> , d'-Q ( PU , 

°~ N dx + dx* (ir’ + etc -’ 



qui appartient à tous les points de la courbe, et qui doit 
d'abord être vérifiée par l’expression de y en x qui résoudra 
la question. Cette équation sera une équation différentielle 
entre les variables a: et y, dont il s’agira de trouver l’inté- 
grale générale. 

Nous aurons ensuite, si les variations relatives à la pre- 
mière limite de l’intégrale sont indépendantes des variations 
relatives à la seconde limite, les équations déterminées ; 

°= ( p «- S + etc - ) ** + («.- S + etc - ) 3 & 

+(R # — etc.)8^2— etc.. 



0 = (p u - ^ + etc.) 3 g a +,(Q a - ^ + etc.) 



dÿu, 

dx 



+ (B U — etc.)3^|^ + etc. , 



qui appartiennent aux deux limites de l’intégrale, et qui 
doivent également être satisfaites par l’expression de y en x 
qui résout la question , lorsqu’on donne à x les valeurs ex- 
trêmes x 0 , x u . 

Si les points extrêmes étaient donnés de position, ou si 
les valeurs des ordonnées y 0 et y u étaient constantes aussi 
bien que x 0 et x u , on aurait alors oy 1) = 0, Sy OJ =0, et les 
premiers termes des équations dont il s’agit disparaîtraient. 
11 suffirait donc, pour y satisfaire, d'égaler séparément à 
zéro les termes suivants. De même si les valeurs de quel- 
ques-uns des coefficients différentiels ~ , —, etc., appar- 

dx dx 

tenant à l’un ou à l’autre des points extrêmes, étaient don- 

. 2* Assit. 12 
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nées par la nature de la question, on aurait 8 



dx 



= 0 , 



etc., pour l’un de ces points; ou 3^2 = 0, 
dx dx 

3 = 0, etc., pour l’autre: et les termes affectés de ces 

dx 

variations disparaîtraient d’eux-mêmes. Quant aux termes 
qui ne disparaissent point ainsi d’eux-mêmes par suite des 
valeurs déterminées que doivent conserver l’ordonnée y ou 
quelques-uns de ses coefficients différentiels dans les points 
extrêmes de la courlte, on doit les égaler séparément à zéro. 
Les équations qu’on obtient de cette manière servent en gé- 
néral à déterminer les constantes arbitraires introduites par 
l’intégration de l’équation indéfinie qui précède. 

502. Avant d’aller plus loin , on remarquera qu’en éga- 
lant à zéro le terme qui reste affecté du signe d’intégration 
dans l’expression de J dx , et en regardant l’équation 
ainsi formée, non plus comme devant déterminer y,' mais 
comme devant être identique, on exprime la condition né- 
cessaire pour que l’intégration indiquée puisse s’effectuer, 
ou pour que la. fonction dx . 3V soit une différentielle exacte; 
ce qui résulterait de ce que la fonction \dx serait elle- 
môme une différentielle exacte. Car la supposition Vdx=dU 
entraîne SVdx = 3<fU = doü. D'ailleurs, mettant y‘,y", 
du d*y d*u 

y m , etc., à la place de — , — , etc., l’équation de 
condition 



dP d’Q «PR 
°= N -S + d^-d? + etc ’ 



dont il s’agit, peut s’écrire 




__<i(dV\ tP / dV \ d> /dV \ 

dx\dy'} tii J \dy'y djr*\dy / 



+ etc. 
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Si elle est satisfaite identiquement, la fonction \dx, dans 
laquelle V contient x, y, y\ y ", etc., sera une différentielle 
exacte d'une fonction de l’ordre immédiatement inférieur. 

Nous pouvons vérifier cette proposition pour les fonc- 
tions du premier ordre. L’équation de condition se réduit 
alors à 

dy üx \dÿ) ' 

Comme elle doit être identique, les deux termes doivent 

d\ 

être du même ordre. Donc, puisque — ne peut contenir 
, , ' dV 

que y , il s ensuit que — ne doit pas contenir y', puisqir’au- 

trement — ^ ^ contiendrait y"; d’où l’on conclut èn 

premier lieu que la fonction différentielle du premier ordre 
dont il s’agit, qui doit être une différentielle exacte, ne peut 
être que de la forme 

' « > 1 * * 

(A 4- Bt/yix , c’est-à-dire A dx + B dy , 

A et B étant des fonctions de a; et de y seulement Cétte 
fonction donnera 

dV_dA; rfBrfÿ rfv _ 

dy ~ dy dy dx ’ dy' ~ ’ 



et en substituant dans l’équation de condition, il viendra 

* ‘ f 

0 _ dA dB dy /r/B rfB fty\ _ tf A </B 

~ dy dy dx \dx dy dx) ~ dy dx’ 

conformément à ce qu’on a vu dans le n° 395. 
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503. Nous avons supposé dans le n° 499, afin de consi- 
dérer d’abord le cas plus simple, que dans l’intégrale dé- 
finie proposée 

\T„ 



/: 



dx . V, 



qu’il s’agit de rendre un maximum ou un minimum , les 
limites x 0 ,x u étaient constantes, en sorte que dans tous 
les changements que l’on pouvait faire subir à la courbe 
qui représente la relation de y à x, les points extrêmes 
devaient demeurer constamment sur les mêmes parallèles 
à l’axe des y. Nous supposerons maintenant ces limites 
variables. Dans ce cas, nous ferons varier la fonction 

/ Xa dx.\ de la manière la plus générale qu’il soit pos- 
®0 - 
sible. en admettant que toutes les abscisses x augmentent 
de la quantité arbitraire Sx, en même temps que l’ordon- 
jiée y et ses dérivées augmenteront comme ci-dessus, des 

quantités Sy, 8 , S ^ , etc. La courbe qui exprime la re- 

dx ax 

lation de y à a; se changera alors en une courbe infini- 
ment voisine. La variation qui en résultera dans l’intégrale 



/: 



“dx.V sera exprimée par 



— V 0 5x 0 +V w S;r u + 



r*o> 

J 



dx.i\. 



Mais il faut remarquer ici que, par l’effet 'de la varia- 
tion supposée de l’abscisse x, un point quelconque de la 
première courbe étant transporté dans la courbe variée, 
son ordonnée devient y -f- Sy. Donc , l’ordonnée qui ré- 
pond à l’abscisse x dans la courbe variée, a pour expres- 
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seulement de 8 



dy 



dx 



sion y + Sy — + 8 Sx, ou y + 8y— 8*, en né- 

gligeant les quantités du second ordre. On conclut de là 
qu’eu formant 8V dans l’expression précédente, nous de- 
vons regarder y comme augmentant, non pas de 8y, mais 

de 8y — ^ Sx. La môme remarque s’appliquera aux fonc- 
tions dérivées de y. On doit regarder ^ comme ayant varié 
d(^L\ 

\dx ' f dy d'y, „ 

d’u 

considérera également ^ comme ayant varié seulement 
d’y d'y 

de 2 — ^ Sx, et ainsi des autres. Par conséquent, si 

nous représentons comme dans le n° 499 , par N, P, Q , etc. , 

les coefficients différentiels partiels de la fonction V pris res- 

. , dy d’y . 

pectivement par rapport à y, ~, , etc. , nous devrons 

» (îjc dx 

écrire ici . 

«=»(*->) +P (*2-S te ) +0 ( 8 3 -sH 

On remarquera de plus qu’en posant 

» dy - 

‘V ~ dx <xlc = < ' u ’ 



et différentiant cette équation , il vient 

dày d’y dy dix _ dou 



dx dx * 



dx dx dx ’ 
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puis en ajoutant l’équation identique 

^ dy àdy dy Zdx 

ïLx~ dx dx dx ' 



on trouve (puisque l’ordre des signes d et S peut être changé 
à volonté) , % , 




d’y dill 

dx’ 635 ~ dx ' 

• « 



Différentiant de même cette dernière équation, 
donne 



~ dy 

dx (Py _ 
~dx dx' <jX 



d’y dix d’Zu _ 

dx’ dx dx - ' 



ce qui 



puis ajoutant l’équation identique 

• - . i ■ 

d d V U d JL 

s d’y _ 5 dx. _ dx d’y tdx 

. dx’ dx dx dx ’ dx * 



on trouve également 



1*1 

dx’ 



d’ÿ _ ' d’Zu 

dx’° x ~ dx’’ ‘ 



On obtiendra de la même manière 

-dPjL_d^jL f _ d’Zu 
0 dx’ dx ’ 031 dx’ ’ 

et ainsi de suite. Il en résulte que l’expression précédente 
de SV peut s’écrire 



Digitized by Google 



— 183 — 



_ doit „ (Pou „ (l ou 
8V = Nou + P — -f Q~r~ + R TÎ + fi tc. 
dx dx ax* 



L'équation exprimant la condition du maximum ou du 
minimum sera donc 




et en opérant sur le second terme les transformations indi- 
quées n° 300, cette équation se changera en 



— V 0 ox, 



- ( • •- ï + “■ ) ( s £ - S **) - . 

+vjfc„+ + S?-»-) (•».-§ 

+ («»- -î“ + ■*•) (* -ÜS - è 1 & ») + * 



•♦/ï *H5 



, d’Q tPR , 

+ dx* dx» + etC ' 

= 0 . 



0(**“£ te ) 



En comparant ce résultat îi celui du n° 500, on voit en 
.premier lieu que l’on est conduit ici à la même équation 
indéfinie 



« » dP , d’Q d*R , . „ 

0==N “dï + 2?“d? + etc * 



qui doit subsister pour tous les points de la courbe. Quant 
aux équations déterminées, elles diffèrent de celles qui 
sont écrites n° 501, par l’introduction des termes — V # $* # 
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et V u cx M ; et parce que les quantités oy 0 et sont rem- 
placées par îy 0 — ^ 8x„ et 8t/ u — ox u ; les quantités 



î rf y» s natl , <*y„ 

ô — — et o — — par o — — 
aj dx dx 



dt y*Xr <**»«*, . . 



ainsi de suite. Si les variations Sx 0 , $y 0 , , etc., et 



8y„, S etc., sont arbitraires, le coefficient de 

chacune de ces variations doit être égalé séparément à zéro, 
ce qui donnera autant d’équations distinctes auxquelles l’ex- 
pression cherchée de y en x doit satisfaire quand on donne 
à x les valeurs extrêmes x a et x tù . Si quelques-unes des 
du d ! u 

quantités x, y, ^ , etc., ont des valeurs déterminées 

pour l’un ou l’autre des points extrêmes de la courbe, les 
termes affectés des variations de ces quantités disparaissent 
d’eux-mêmes, et on doit égaler seulement à zéro les termes 
affectés des autres variations. Il faut remarquer d'ailleurs 
que si la position des points extrêmes est entièrement arbi- 
traire , chacun de ces points peut être placé oü l’on veut 
sur le plan de la courbe , sans qu’elle cesse pour cela de 
satisfaire à la condition de maximum ou minimum de l’in- 
tégrale définie proposée. Donc on est alors le maître de sup- 
poser îx 0 = 0 et cy 0 = 0 , et , par conséquent , de ne point 
poser les équations exprimant l’égalité à zéro des coeffi- 
cients dont ces deux variations sont affectées dans l’équation 
précédente; en sorte que dans le cas dont il s’agit, l’on a 
deux équations de moins pour la détermination des con- 
stantes. 



504. Nous devons remarquer que la fonction désignée 
par V dans l’intégrale définie ' . 



Digitized by Google 




— 185 — 



/?*■* ■ 

qu’il s’agit de rendre un maximum ou un minimum, pour- 
rait contenir une ou plusieurs des quantités x 0 , y 0 , ^ , 

etc., ou x M , etc., qui appartiennent 

aux points extrêmes de la courbe. On en voit un exemple 
dans la question de la brachystochrônc citée n" 497, où la 
fonction sous le signe d’intégration contient l’abscisse du 
premier de ces points. On doit dans ce cas, en formant la 
variation SV, faire varier les quantités dont il s’agit , si leurs 
valeurs ne sont point constantes en vertu de l’énoncé de la 
question. 

Si, par exemple, V contenait x 0 , et que la variation de V, 
prise par rapport à cette quantité , fût |aSx 0 , l’expression de 
SV du n° 503 devrait être augmentée du terme |wx,. Donc 
le terme affecté du signe d’intégration dans l'équation qui 
exprime la condition du maximum ou minimum devrait être 

augmenté de la quantité f X<J dx.pSx 0 , ou Sx, J X,ù dx . n . 

J x o J X o 

Il s’ensuit que l’on devrait ajouter cette quantité au second 
membre de celle des équations déterminées qui se rapporte 
à la première limite , en sorte que le terme affecté de Sx 0 
dans cette équation deviendrait 

(~ v#+ /*o" ^b 0 - 

On aurait égard de la même manière à la variation des 
autres fonctions dont il s'agit , si elles entraient dans la com- 
position de la fonction V. 



Digitized by Google 



— IRti — 



305. Nous avons considéré jusqu’ici le cas où l’on avait 
une seule variable indépendante x, et une fonction y dé- 
pendante de cette variable , comme cela a lieu dans les pro- 
blèmes qui se rapportent à une courbe plane. Dans les ques- 
tions relatives à une courbe à double courbure, il faut con- 
sidérer une variable indépendante x , et deux fonctions y 
et * qui dépendent de cette variable. L’intégrale définie qu’il 
s’agit de rendre un maximum étant toujours i . 





dx . Y, 



la fonction V contient alors en général , outre la variable x, 



dy d'y d'-y 



dx d'x d'z 



les fonctions y,-,—,—, etc., et x, ^ ^ , jp , etc. 

Supposons d’abord, comme dans le n° 499, les limites x„ 
et x tô de l’intégrale constantes. La variation de cette inté- 
grale est 



r- dx. 3v. 
j 

„ t . ' • 

Admettons qu’en différenciant la fonction V par rapport aux 
quantités y, x et à leurs fonctions dérivées , et marquant les 
différentielles par 3 , l’on trouve 



*V = r 3%+K-2 +0 eg+'wg + etc, 



NS 
4- nS 



_> d* 
‘ dx 



- d'z 
~ ' dx' 



1 dx' 



» » 



l’équation exprimant la condition du maximum ou minimum 
de l’intégrale définie proposée sera 



s 
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®= /*“ f **»+** È + <*S -S + ctc - ] 
° I , d: ^d s z ^iPz i 

• L+n^+po S + +r8 itc i +etc.J 



-HiSz+pS £j; + <r 

Appliquant donc à cette équation l’analyse exposée n° 500, 
on verra, connue dans les n° 501 et 503 : 1° que l'on doit 
avoir pour tous les points de la courbe l’équation indé- 
finie 



•-[ (»-2+S-3«*> 

l+(-Ï*3-£+~)* 



s !/l 



laquelle, si les variations Zy et Sz sont entièrement indé- 
pendantes l’une de l’autre, donne les deux équations dis- 
tinctes 

. „ dP , d ! Q (P R , . 

°= N -S + < te*-dS +etC ' 

• « dp , d}q dV , , 

0 = n “S + dx> di5 + etC ' î 

2° que l’on a également pour les points extrêmes de la 
courbe les équations déterminées suivantes, savoir : pour 
le premier point 



( p o- S + S? + etc ') *• + (q»-7et + etc ’) 



+ (R 0 — etc *) 5 0r + etc - 



(«>-§ + S - 6tc *)^ + (‘'«-S + eta ) 3 ê 



+ (»*<> — etc.)ô ^j~ 4- etc. 
’ =0; 



Digitized by Google 



— *88 — 



et pour le second point 



(*<■>- ~t + etc )' oy -' + ( Q "~ (J t + etc ‘)'& 



+ (lt-etc.)6^ + etc. 



+ (puv-% + etc.) 3c,„+ (<?«- ^ + etc.) 



dx 



d*z 

+ (r (ü -etc.)5^+etc. 



= 0 . 



On doit appliquer à ces deux équations les remarques faites 
n° 503, relativement aux conditions qui peuvent être don- 
nées pour les extrémités de la courbe. 

On doit également appliquer au cas dont il s’agit, les re- 
marques faites n° 504 , relativement à la nécessité de tenir 
compte dans l'expression de oV des variations des quan- 
tités relatives aux limites, lorsque ces quantités sont va- 
riables et entrent dans la composition de la fonction V. 

11 est aisé d’étendre cette analyse aux cas où il y aurait 
un plus grand nombre de fonctions dépendantes de la va- 
riable x. 



506. Nous pouvons remarquer ici, comme dans le n* 502, 
que les équations 



0 = N — 
0 = n — 



£♦ 3 - 3 +» 



que l’on peut écrire 
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„ dV d'/dVY, cP /dV\ cP /dVY, 

— dy dx \dij‘) + dx s y/y") -dx 1 \dy"y + C C ‘ 

\ , d« /dv\ d 1 /dV\ , . 

7 + dx 5 (di") dx 3 (da’7 + etC ‘ 



rfV rf_ /rfV 

dx dx \dx 



(/m d*ii d* y 

on mettant y', y", y m , etc., à la place de ^ , etc., 

et a", 2", etc., à la place de —, etc., expri- 

ment, en se vérifiant identiquement, les conditions nécessaires 
pour que la fonction \dx soit une différentielle exacte. 

Dans le cas ou cette fonction serait du premier ordre , ces 
équations se réduisent à 

dV d/dV\ <k_d/dv\ 

— dy dx\dy '/’ — dV dx\dxy 

On en conclurait d’abord , comme dans le numéro cité , que 
la fonction dont il s’agit doit , pour être une différentielle 
exacte, être de la forme 

(A + By' + Cx')dx, c’est-à-dlrc A dx + B dy + C dz , 

A, B, C désignant des fonctions qui ne contiennent que 
x, y et z. Cette fonction donnerait donc 



dV _ dA dB dC , 
dy~ dy^ dy^ ^ dy*' 

•• 



d y _dA dB dC,, 
j-t j.ït j . ~ 



dz dz dz 

dV -C- 
dï'-°' 



et en substituant dans les équations de condition , on trou- 
verait - • • - ' 
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d\ 


, dB 


dC , 


! dR , dB , , 


rfB A 




0= -T- 

dy 


*ïi’ + 


dÿ z 


\dx + dy y + 


dz*)' 




(IA 


dR , 


dC , 


/dC , dC ,, 


de ,\ 




°=dz 


+ dz* + 


dz ~ 


-\;ü + dy y + 


î?ï 


OU 
















n dA 


dR i 


dR dC\ , 








dy 


dx * 


^dz ‘ dy) X ' 




-, 


i * * 


„ dK 


dC 


(dR <IC\ 




('■ 

Sé’ '-m 


> 


ü_ dz 


d.r + l 


[dz dy) V ‘ 


.• • .. 


Comme ces équations ne doivent pas déterminer 



puisque y et x sont des fonctions quelconques de x, on en 
conclut les trois équations distinctes 



d\ <IR _ d\ c/C dR _ dÇ _ n 

(ly dx ' dz dx ’ dz ■ dy ’ ' 



conformément à ce qu’on a vu dans le n" 3G6. 

507. Si l’on admet maintenant , comme dans le n° 503 , 
que les limites x 0 et x u de l’intégrale définie proposée 
puissent varier, il sera nécessaire de faire varier l’abscisse x. 
On reconnaîtra que les variations des coordonnées corres- 
pondantes à cette abscisse ne sont plus alors Zy et Zz , mais 

Zy — ^ Sx et 02 — ^ Zx. I’ar conséquent, l’équation in- 
dx dx 

définie qui doit subsister pour tous les points de la courbe 
devient 

U(”-E + -s-Ê + *)( & -Ê to )J 

= 0 ; 



et si les variations Zx, Zy, o z sont entièrement indépen- 
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dantcs les unes des autres , on aura comme ci-dessus les 
équations distinctes . 



„ „ dP , d‘Q «PR , . 

0-N dx + dx' dx' + etC ‘ 



dp «P<j «Pr 

dx ' dx * dx 3 



+ etc. 




A l’égard des équations déterminées, on verra également 
que l’on est obligé d’ajouter au second membre de l’équa- 
tion relative à la première limite , le terme — V a 8* 0 ; et de 



dÿ» 



dz a 



dx 



remplacer cy a et oz 0 par 3y 0 — Zx 0 et oi 

da o <?Z t 

dx dx ^ dx dx 1 0 " dx dx 1 ' ' 






et 



ainsi de suite. On ajoutera de même à l’équation détermi- 
née relative à la seconde limite, le terme V u ox u ; et l’on 

« * . k « ^IJio ** . . dz t ,j 

remplacera oy M et o s w par oy — — oy u et oz — ox u , 

et 8^ par 3% 
dx dx dx 

et ainsi de suite. 






dx J 



et o 



d'z„ 



dx 



dx 1 



508. Dans les équations qui se rapportent aux surfaces , 
par exemple dans la recherche de la surface qui , se termi- 
nant à un contour donné, aurait la plus petite aire pos- 
sible, on doit considérer deux variables indépendantes x, y, 
et une fonction z dépendante de ces variables. Il s’agit alors 
d’exprimer les conditions du maximum ou minimum d'une 
intégrale double telle que 




.'r*. S« 



V 
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dans laquelle V peut contenir en général les variables in- 
dépendantes x, y, ainsi que la fonction z et ses dérivées 

dz dz d'z d*z d‘z ... 

—, — , r, - — — , -7—r , etc. Nous considérerons seule- 
dx dy’ dx' dxdy dy 

ment le cas où la projection sur le plan des x, y du con- 
tour auquel se termine la surface est un rectangle dont les 
côtés sont respectivement parallèles aux axes des x et y. Les 
limites x 0 , x w désignent les abscisses extrêmes; les limites 
y, s et y u désignent de même les ordonnées extrêmes. De 
plus, nous supposerons que ces limites ont des valeurs don- 
nées et invariables , en sorte que le contour de la portion de 
surface dont il s’agit ait toujours pour projection les côtés 
du rectangle. Il ne sera pas nécessaire alors de faire varier 
les abscisses x et y. La variation de l’intégrale définie pro- 
posée sera 



r*- dx p- 

J x, J y. 



dy.Z\, 



et si l’on suppose 

oV=I^+MS g+Nîg +Psg +Q5-g- + R3g+etc., 

on aura, pour exprimer la condition du maximum ou du 
minimum de cette intégrale, l’équation 



l 

J x 0 J y, 



dx' 



y o 

, a <Pz 
dxdy 



dyf^+Msg+Nsg 



+QS^r.+n3^ + etc.]. 



_ d'z 
dx' 



509. Appliquant donc les règles du calcul des variations 
comme on l’a fait u° 500 , c’est-à-dire faisant passer dans 
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les ternies compris sous le double signe d’intégration le d 
devant le o , et intégrant par parties , on transformera ces 
termes de la manière suivante. 

1 * J I dxdyM ^ =zj dy.Moz — J j dxdy'^àz+const. ; 

•• 4 , 

et par conséquent 

Ç Xm dx f' J " dy.M~ = — f V{u dy(MSz) 

+ (*•*&*), - r* dx F" dyi"*z.* 

J V o (xJ J x„ J y, J ‘tx 



Les signes (x 0 ) , (x u ) mis au bas des parenthèses, indiquent 
que dans les quantités contenues dans ces parenthèses , on 
donne à x les valeurs x = x 0 , x — x u , c’est-à-dire que ces 
quantités ont les valeurs qui conviennent aux limites de la 
surface, parallèles au plan des y, s. 

La même transformation donne 

/?*/?*•■?--/? ■‘K» 

+f:: < 



dN . 
02. 



Les signes (t/ 0 ), (y w ) indiquent que les quantités contenues 
dans les parenthèses ont les valeurs qui conviennent aux 
limites de la surface, parallèles au plan des x, z. 

* = f dyPi £ ~f dy £ “ 






d'P» 

jp oz + const. v 



2* ASSllï. 



ta 
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d’où 



rz 

-K <*$»+£ *&*)» 



-fl: *(-S)w-it *®*)w 

[ + /:: */ï *s- 

3” Jj àxdyQ^=fdJ,.Q^ -j àxj dyf y g +M 

rf!/ $ Sy Si +« ww( ' ; 



et par conséquent 



rz c ««s- 





/> 


(î/o) / 


>ÿ,ü d» 
I/o 


®-) 


+ 


o 


'n ds *\ f 

J 


î* 


fdQ „ \ 
^ ) 


+ 

«J 


r-dr 

0 b 


p-#/5 «* 

/ y, <**<*» 







Mais on a 



J’ dxQ = Qdz— J d.e ^ Ô2 + const. 
Ainsi l’expression précédente peut se changer en 
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' 


dr /* 

J J y. 


1 «PS.Ï 

dÿ0 dxilÿ = 








/w-2 

Vo) J X, \dx 


*)<*> 


+ P" 

J Vo 


*(s?’*)w 






Vj +iQ °'\x, 


+ l' t,ü dx {' 
:o * ?/<>) ) J Xq V 


dQ\ 

te) (y J 


3 9 

1 


■"(ïHm 


+ /**"<& f 9b, dy 

J J y* 


*2_ b 

dxily 



Le terme suivant contenant II subira la même transfor- 
mation que le terme contenant P : il suffit de changer dans 
ce dernier cas x en y. 

En substituant ces valeurs dans l'équation qui exprime la 
condition du maximum ou minimum, elle deviendra 



(QS *Wy»> 9 J 

~fly[ ( M -£-§ + etc *) ^+fP-etc.)S g + etc.] (a . 

+ flyt ( M_ s~ f + etc -) ^+^- et °- s £ + etc -] ( , 






‘(Lr 



[( N -S-S +etc -V^( R - etc -^ +otc ' 



dÿ 



) 

taJ 

(i/o) 



■ £-£'+ «c.)s=+tn-etc.)î| + etc.] 

■y>Æ4 



rf\I _ rfN d 5 P d ! n d*R 

tU- dy fte ! dxdy il y* 

= 0. 



— etc.^Sr 



Cette équation doit subsister pour toutes les valeurs qui 
peuvent être attribuées aux variations des coordonnées des 
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points intérieurs ou des points appartenant aux limites. 

810. Nous aurons donc en premier lieu l’équation indé- 
finie 



0=L 



riM dN ( PP -ri’lt d*R , 

dx <Iy dx- dxdy dy* 6 



qui doit être satisfaite pour toutes les valeurs des coordon- 
nées comprises entre les limites. 

5H. Nous voyons en second lieu que l’on doit poser 



o=(Q«) 



(*o >!/,.) 



-(Qoz) 






>y,) (Q 02 ) (x 0 . 



.+(Qfe) 



y<o) 



en sorte que si les variations o* de l’ordonnée aux quatre 
sommets du rectangle, projection de la surface, sont arbi- 
traires , il faudra que Q soit nulle pour les valeurs des coor- 
données qui appartiennent à ces points. 

De plus, nous avons l’équation 




dP 

dx 



— — + etc.^5x+ (P — etc.)S^ + etc. 



qui doit subsister pour toutes les valeurs appartenant aux 
points situés sur les limites de la surface , parallèles aux xz ; 
et enfin l’équation 

0= ( lN “ £ ~7y + etc ’) ~ etc -)'' % + etc. 

qui doit subsister pour toutes les valeurs appartenant aux 
points situés sur les limites parallèles aux ys. Si les varia- 
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. ^dz *dz ... 

lions 8z,o — , o — , etc., sont arbitraires, chaque terme de 

ces équations doit être égalé séparément à zéro. 



Des cas où il existe des relations données entre les 
variables. 



512. On a supposé généralement dans ce qui précède 
qu’il if existait point de relations données d’avance entre les 
quantités qui entrent dans l’expression de la fonction V. Ce- 
pendant la nature de la question établit le plus souvent des 
conditions auxquelles il est nécessaire d’avoir égard, en 
même temps que l’on satisfait à la condition du maximum 
ou minimum de l’intégrale définie proposée. L’effet des con- 
ditions dont il s’agit , est de restreindre l’étendue des va- 
leurs qui peuvent être attribuées aux variations affectées du 
signe 8. 

Si , par exemple , la valeur de l’intégrale définie proposée 
dépend de la figure d’une courbe , il peut se foire que les 
points extrêmes de cette courbe soient assujettis à se trouver 
sur deux lignes données, ayant pour équations y — v(x), 
y=ty(x). Les variations 8x 0 et 2y 0 des coordonnées du pre- 
mier point , et les variations ïx w et des coordonnées du 
dernier point, devront alors avoir entre elles les rapports 
convenables pour qu'elles puissent satisfaire respectivement 
à ces équations. On aura donc ici 



3 Vo 



d.fjx,) , 



dx 



àx a , et Zy K 



dx u 



équations qui devraient subsister en môme temps que les 



i 
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équations déterminét's obtenues- conformément à ce qui a été 
dit dans les il 0 * 501 et 503. 

Si de plus la direction de la tangente aux extrémités de la 
CQurbe cherchée devait s’accorder aus§i avec la direction de 
la tangente des courbes ayant pour équations y = <p(x), 
y = i}i(x), on aurait encore les équations 



(Le 



iLc* 



ox„ 



et 



l ÏX ~ dx* "■ 



Et ainsi de suite pour les autres fonctions différentielles. Au 
moyen de ces équations de condition, on éliminerait une 
partie des variations qui se trouveraient dans les équations 
déterminées. Après cette élimination , les variations restant 
dans cés équations se trouvant entièrement arbitraires, on 
égalerait séparément à zéro chacun de leurs coefficients. 



513. II existe quelquefois des équations de condition qui 
doivent subsister pour toutes les valeurs des variables com- 
prises dans les limites île l’intégrale définie proposée. Par 
exemple, si l’on demande de tracer sur une surface donnée 
la ligne la plus courte entre deux points pris sur cotte sur- 
face, il est évident qu’en désignant son équation par 



F (x, y, :) = 0 , 

l’ordonnée de la ligne cherchée doit toujours satisfaire à 
cette équation. Dans un cas semblable, les variations des 
quantités qui entrent dans la fonction V étant restreintes par 
la condition que les valeurs de ces quantités satisfassent à 
l’équation donnée, cette équation doit subsister quand on y 
remplace ces quantités par leurs valeurs augmentées de ces 
variations. <>n peut donc ditt’érentier l’équation proposée par 
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rapport aux quantités dont il s’agit , on marquant les diffé- 
rentielles par S. Ainsi 

L=0, 

étant en général une équation de condition, dans laquelle 
L désigne une fonction quelconque des variables indépen- 
dantes, des fonctions dépendantes de ces variables et de 
leurs fonctions dérivées , on formera l’équation 

5L=0, 

3 indiquant une différentiation effectuée par rapport à toutes 
ces quantités. Cette équation servira à éliminer une des va- 
riations qui se trouveront dans l’équation indétinie que l’on 
forme en égalant à zéro le terme qui reste sous le signe d’in- 
tégration dans l’équation générale exprimant la condition du 
maximum ou minimum. « 

11 en serait de môme s’il existait d’autres équations de con- 
dition 

H = 0 , N = 0 , etc. , 

analogues à la précédente. On formerait également les équa- 
tions 

SM = 0 , SN = 0 , etc. , 

que l’on réunirait à l’équation indéfinie dont on vient de par- ' 

1er, afin d’éliminer autant de variations qu’il serait possible. 

Les coefficients des variations restantes seraient ensuite éga- 
lés séparément à zéro. 

511. Dans d’autres questions, le maximum ou minimum 
cherché ne doit avoir lieu qu’autant qu’une certaine inté- 
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grale définie conserve une valeur déterminée. C’est ce qu’on 
nomme maximum ou minimum relatif. La recherche de la 
courbe qui, avec un contour donné, renferme l’aire la plus 
giande ou la moindre possible, est de ce genre. Il s’agit donc 
de rendre l’intégrale • , . 




dx. Y 



la plus grande ou la moindre possible, en même temps que 
l’on a l'équation 




<£r . D = const . , 



• rfy 

U. étant, aussi bien que V, une fonction de 

etc. Les conditions du problème donnent les deux 

dx 1 

équations 



B Ç Xw dx.y = 0 , et B r X " rfa;.Dt=0. 

J x o J x 0 



Or, l’expression de ces conditions ne sera pas altérée si l’on 
ajoute la seconde équation à la première, après l’avoir 
multipliée par une constante arbitraire o. On peut donc 
écrire 



B f X '" dx.V+ao f X - dx. U = 0 , ou 8 dxÇV+aV)=0. 

On traitera cette dernière équation d’après les règles expo- 
sées ci-dessus , comme si l’on voulait rendre un maximum 
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ou un minimum absolu la fonction 



/: 



dxiy + al'). 



En effet, la relation entre y et x qui rendra cette fonction un 
maximum on un minimum Rbsolu , satisfait évidemment à la 



condition de rendre 



i f XtK 

J x 0 



dx .V un minimum ou maximum 



pour les cas où f Xu> dx . U prend une valeur donnée ; car 
J x 0 

s’il en était autrement, il y aurait des valeurs de la somme 

J’^dx.V+a f X x "dx. U, c’est-à-dire de j'*“dx(V+a\J), 

qui seraient plus grandes ou moindres que les valeurs données 
par le maximum ou minimum absolu , ce qui est impossible. 
La constante a se détermine de manière à donner à l’intégrale 

J 1 * dx . U la valeur que l’on a fixée dans chaque cas par- 
ticulier. 



Exemples de l'application du calcul des variations. 

513. On se proposera en premier lieu de déterminer la 
ligne la plus courte qui puisse être tracée entre deux lignes 
courbes données. Les coordonnées de la ligne cherchée étant 
représentées par x , y, z, il s’agit donc de rendre un mini- 
mum la fonction 

D‘ 

les limites x 0 , x,„ étant variables. En appliquant à cette ex- 
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pression ce qui a été dit dans les n°* Î105 et f>07, on verra 
d’abord que l’on a les deux équations indéfinies 




On en conclut que les èoefllcicnts différentiels ^ doi- 
vent avoir des valeurs constantes , propriété qui n’appartient 
qu’à la ligne droite. Posant donc 



on aura 





y = bx 4- m , z = ex + n , 

pour les équations de la ligne cherchée, b, c, m et n étant 
des constuntes arbitraires. 
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A l’égard dos conditions relatives aux limites, l'équation 
déterminée appartenant au premier point de la ligne cher- 
chée est ici 

-vMï) ,+ (£)’••' 

; 

qui se réduit à 



Remarquons que dans cette équation ôx Q ,oy 0 , S* 0 repré- 
sentent respectivement les projections sur les axes des x, 
des y et des s , des déplacements qui peuvent être attribués 
au premier point de cette ligne. Or, d’après la supposition, 
ce point doit ici se trouver constamment sur la première des 
deux courbes entre lesquelles la ligne de plus courte dis- 
tance doit être tracée. Donc les variations ox ft , îy 6 , 3 z 0 peu- 
vent être regardées comme les projections sur les axes de 
l’élément de cette courbe voisin du premier point dont il 
s’agit. D’où l’on conclut que l’équation précédente exprime 
la condition que, la ligne de plus courte distance doit être per- 
pendiculaire à cet élément. 

OA obtiendra une équation pareille pour l'autre extrémité 
de la ligne. cherchée. La ligne la plus courte est donc une 
droite perpendiculaire aux deux courbes entre lesquelles elle 
est tracée. 

On se trouverait conduit à un résultat semblable si la ligne 
de plus courte distance devait être menée entre deux surfaces 



courbes données. Les variations ox 0 , Zy 0 ,Zz 0 de l’équation 
précédente devraient être alors regardées comme exprimant 
les projections sur les axes d’un élément linéaire quelconque 
tracé à partir du premier point de cette ligne sur la surface 
courbe. Cette équation exprimerait donc que la ligne de plus 
courte distance doit être perpendiculaire à la surface. 

11 en serait encore de même si la ligne de plus courte dis- 
tance devait être tracée entre une courbe et une surface 
courlie donnée. Elle devrait toujours rencontrer l’une et 
l’autre à angle droit. 

516. Admettons maintenant que la ligne la plus courte 
doit être tracée sur une surface donnée. L’intégrale qu’il 
s’agit de rendre un minimum étant toujours 



fl: *v* + (8 , +®‘ 

il faut, conformément au n* 507, poser d’abord ^en écrivant 

pour abréger W au lieu de^/l + (^j + j l’équation 
indéfinie 



et se souvenir que x, y, s devant satisfaire à l’équation de 
la surface , que nous représentons par » 



z = F(x, y), 

les variations Sx, S y,lz sont liées entre elles par l’équation 
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do condition 



. dF . , 
dx 




on mettra donc au lieu de 03 cette valeur dans l’équation 
précédente, puis on égalera séparément à zéro les coeffi- 
cients de oy et ci, qui restent indéterminées, ainsi if viendra 



Ai 


ri dy\ 


dF 


Al 


fl dz\ 


dx‘ 


K \V dx) 




dx ' 


\Vi dx) 



rfy d_( ^_dy\ , (dz_d F\ A(A^A\ 
dx ' dx \ W dx) \dx dx) ' dx \ \V dx )' 



La ligne cherchée «tant tracée sur la surface dont l’équation 
est z — F(t, y), les éléments dx, dy, dz des coordonnées 
des points de cette ligne doivent satisfaire à cette équation , 
en sorte que l’on a 

dz _ dP dF dy 
dx~ dx + dy dx' 

Cette valeur, substituée dans la seconde des deux équations 
ci-dessus, la rend identique avec la première, ainsi que cela 
doit être. 

r~ 

Cette première équation détermine la nature de la ligne 
de plus courte distance qui est l’objet de la question : elle 
en exprime une propriété géométrique qui consiste en ce que 
son plan osculateur est constamment perpendiculaire à la 
surface sur laquelle cette ligne est tracée. 

En effet, si l’on se rappelle l’équation du plan osculateur, 
donnée au n° 232, et l’équation du plan tangent à la surface 
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dont l’équation est s = F(.r, y,, donnée au n° 217, on en 
cpuclura facilement que la condition nécessaire pour que ces 
deux plans soient perpendiculaires l’un à l’autre est, par le 
n° 215, 



d? (dz d'y dy d'z\ ^ d F (Pz 

iLv \(lx dx* d x dx 1 ) dy dx* ^ ^ _ 

, ~ ’ 
dx 1 

dV 

en éliminant — au moyen de l'équation 
dx 

dz _ dF dy 
dx ~ dx ' dy dx ’ 

elle devient 

1 , 

' , , / ... 

(dz _ d F dy\ (dz d'y _ dy d‘z\ d? d'z iP y 

\dx dy dx) \dx dx’ dx dx*) ' dy dx 5 i dx * ’ 



ou bien 



d'y (dz\ ' d'y __ dy dz d'z 
dx* \dx) dx* dx dx dx * 

dfrtPz ( (ly\ * iPz dy dz d'y T 

+ dy L dx' \dx) tlx' dx dx dx * J ’ 

résultat identique avec l’équation 



±(± dy\ 

dx \ W dx) 



dF d 
dy ‘ dx 




ainsi qu’on peut le vérifier en effectuant dans cette deniière 
les différentiations indiquées. 

Les conditions relatifs aux limites se déduiront, comme 
dans le n° 515, en considérant d’abord le premier point de 
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la courbe, de l’équatiou déterminée 



O =a* 0 +^6ÿ 0 +^3*o 



Si ce premier point est donné de position sur la surface , 
cette équation est satisfaite, puisque l’on a alors Sx„ = 0 , 
Jy 0 = 0, 5 j 0 = ü. Mais si la ligne de plus courte distance- 
doit partir d’une ligne courbe donnée tracée sur la surface, 
les quantités oy 0 , îz 0 , expriment alors les projections 
sur les axes des x, des y et des z, de l’élément de cette 
ligne courbe ; et par conséquent , l’équation précédente 
montre que la ligne de plus courte distance doit être perpen- 
diculaire à cet élément. 

On obtiendrait un résultat analogue pour l’extrémité oppo- 
sée. Ainsi la ligne la plus courte doit couper ù angles droits 
les deux courbes entre lesquelles elle est tracée. 

517. La recherche de la surface dont l’aire est un mini- 
mum, est un problème analogue au précédent. Nous suppo- 
serons que cette surface doit se terminer à urt contour dé- 
terminé dont la projection sur le plan des x , y est donnée. 
L’intégrale qu’il s’agit de rendre un maximum est ici 






et on doit lui appliquer les notions exposées dans les n" 508 
et suivants. Nous aurons donc, conformément au n° 5H, 
l’équation indéfinie 
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c’est-à-dire, en effectuant les différentiations indiquées, 




d ' z , r/ rf ~Y i ,1^ - 

dx dy dxdy ‘ L\<£c/ 1 Jdij i ' 



Cette équation aux différences partielles du second ordre 
appartient à la surface demandée. Les fonctions arbitraires 
qui entreront dans son intégrale devraient être déterminées 
de manière à faire passer la surface par le contour donné. 
Lorsque ce contour est fixé, les équations déterminées rela- 
tives aux limites de l’intégrale sont vérifiées d'avance, et ne 
donnent lieu à aucune condition particulière. 

518. Considérons encore le plus simple dçs problèmes 
connus sous le nom d’isopérimètres, dont l’objet consiste 
à déterminer la figure de la courbe qui, sous un contour 
donné, comprend la plus grande aire possible. Il s’agit de 
rendre un maximum la valeur de l’intégrale définie 



J *0 

tandis que l’intégrale 
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conserve mie valeur déterminée. Cette (|uestion se résout, 
conformément à ce qui a été dit n" 511, en déterminant les 
conditions du maximum absolu de la fonction 




dx y + 






a désignant un nombre indéterminé. Nous supposerons les 
limites x a et x,„ invariables. En appliquant donc les notions 
exposées n° 199 et suivants, l’équation indéfinie du n° 501 , 
sera ici 




d’où l’on tire, en intégrant une première fois, 




ou = 

V«*— (x— a)* ' 



a étant une constante arbitraire; et en intégrant une seconde 
fois; 



y — 6 = — v ; a'— (x — «)« , 



ou (x— «;*+(» — 6/= a», 



6 étant la seconde constante arbitraire. Ainsi le cercle résout 
en général la question proposée. La position du centre et le 
rayon peuvent être déterminés de manière à faire passer la 
circonférence par deux points donnés, et à donner à l’arc 
compris entre ces points une valeur déterminée. 

2 * AN.NLE. 
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519. Nous traiterons enfin la question de la brachysto- 
clirône, ou courbe de la plus vite descente, en supposant 
que la vitesse initiale du mobile soumis à l’action de la gra- 
vité est nulle, et qu’il doit passer dans le moindre temps 
possible d’un point quelconque d'une cour 1 k: donnée à un 
point quelconque d’une autre courbe également donnée. 
L’axe des x étant supposé vertical, la fonction qu’il s’agit de 
rendre un minimum est 




x„ et x B> représentant les abscisses des points extrêmes de la 
courbé décrite. Ces abscisses étant variables , on doit opérer 
ici conformément à ce qui a été dit dans les n c ’ 505 et 507. 
11 faut remarquer de plus que la quantité x B entre dans la 
fonction qui se trouve sous le signe /. Nous avons, en com- 
parant aux formules des numéros cités : 




Les équations indéfinies qui doivent subsister pour tous les 
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points de la ligne cherchée sont 

dp 



dP „ 

dï - . 0 ’ 



dx 



= 0 , 



d’où l’on déduit 



dy 

dx 






;.= B| 



dz. 

dx 






= c. 



B et G étant des constantes. Ces équations donnent 



dz c 
dy~R’ 



d’où l'on conclut en premier lieu que la projection de la 
courbe cherchée sur le plan horizontal des y: est une ligne 
droite, et par conséquent que cette courbe est contenue dans 
un plan vertical. 

Pour reconnaître la nature de la courbe dont il s’agit, qh 
peut supposer que le plan vertical des xy se confond avec 
celui dans lequel elle est placée. Son équation différentielle 
se réduira alors à 



dy 




d’où l’on déduit 
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<Jÿ- 

dx 



= /_£z£« — , 

V — *o) 



équation qui appartient à une cycloïde dont la base est une 
ligne horizontale passant par le point de départ du mobile. 
Le diamètre du cercle générateur est représenté par la con- 
stante jîj. On voit que le premier élément de la courbe de 

la plus vite descente sera .toujours vertical. 

A l’égard des conditions relatives aux limites de l’inté- 
grale, l’équation déterminée donnée par les termes qui ne 
sont [>oint sous le signe d’intégration , est ici 



— V,«r 0 — P 0 (sy»— — Po ( s *o — 75 >5j; o ) 
+V« a 8» w +P w ( 5 !/ w — + P, u ( 5 *f>— 

' + r* dx . [JL 

J x o 

= 0 ; 

et l’on a 

i/i + /fÿv+ (^v 

y y/x/ \dx) 

“ — , v 1 • 

2(x— x„)* . 



On trouvera la valeur de l’intégrale / ' r<ü dx.pen remar- 

J x o 

quant que lu différentielle complète de la fonction V est 



dV = — juix + 



_ ./dy\ ,/dz\ 

w U)+ »*(**)• 
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Mais on a vu ci-dessus que les fonctions P et p devaient être 
constantes dans toute l’étendue de la courbe. On peut donc 
écrire Pu, et p w au lieu de P et p, ce qui donne 



d’où l’on tire en intégrant 

f 1 "' dx a — V — V +P ( +l> — 

J x 0 cu -l M - Y o v «) + dx dx) +V "'\dx dx )' 

Substituant cette valeur dans l’équation déterminée précé- 
dente, et remarquant que P 0 =P (U et p 0 = p,„, on trouve 



[ 



V w &r 0 -Pto( S «/o- % ) — P,o — )~J 

+ V ( o^ w + P(ü (^0 — % ) + Piü (^<0— SXu. ) J 



= 0 , 



ou, en remplaçant V w , Pu, et p,„ par leurs valeurs , 



0=1--^,-^-^- 
_ + 5ar "+ tjy ^ + 'dx ' 



Les variations des coordonnées des deux points extrêmes 
de la courbe étant respectivement indépendantes l’une de 
l’autre, cette équation se partage dans les deux suivantes 
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qui indiquent évidemment que le dernier élément de la 
courbe cherchée doit être perpendiculaire à la fois aux tan- 
gentes menées aux deux courbes données dans les points de 
départ et d’arrivée du mobile. Il en résulte que si les deux 
courbes étaient données dans un môme plap vertical , leurs 
tangentes menées aux points extrêmes de la brachystochrône 
devraient être parallèles entre elles. 

Ainsi la courbe demandée est une portion de cycloïde dont 
la base est horizontale et dont l’origine est au point de départ 
du mobile. Elle coupe à angle droit la courte d’arrivée, et 
l’origine est tellement placée sur la courbe de départ, que 
la tangente menée par cette origine à cette courte est per- 
pendiculaire à la tangente menée à l’extrémité inférieure de 
la portion cycloïdale. 

XL. CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. 

520. Le caractère de l’analyse différentielle , et ce qui 1a 
distingue de l’analyse ordinaire, ou de l’analyse algébrique, 
consiste en ce qu’on y regarde les quantités comme va- 
riables, et que l’on considère à la fois la succession intime 
des valeurs qui peuvent leur étro attribuées ; tandis que dans 
l'analyse algébrique on regarde toujours les quantités comme 
ayant des valeurs déterminées connues ou inconnues. Dans 
le calcul différentiel proprement dit , les Valeurs successives 
des quantités sont censées se succéder d’une manière conti- 
nue, et par intervalles infiniment petits, c’est-à-dire plus 
petits que toute grandeur donnée. L’objet principal de ce 
calcul consiste dans la recherche des rapports qui existent 
entre* leà variations correspondantes des variables et des 
fonctions dépendantes de res variables, rapports qui don- 
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nent naissance à de nouvelles fonctions dont la considéra- 
tion est nécessaire dans les applications principales des ma- 
thématiques aux arts et à la philosophie naturelle. Dans le 
calcul aux différences , les quantités sont supposées varier 
par intervalles déterminés et d’une grandeur finie. Cette 
partie de l’analyse considère d’ailleurs , aussi bien que le 
calcul différentiel , les relations qui existent entre les va- 
riations des variables et celles des fonctions qui en dé- 
pendent. 

52t. Le calcul des différences finies est fondé sur un algo- 
rithme qu’il faut d’abord faire connaître. Soit u nne fonction 
quelconque d’une ou de plusieurs variables indépendantes 
x, y, s, etc. La composition de la fonction u est donnée, et 
l’on regarde les variables indépendantes comme pouvant 
prendre successivement plusieurs valeurs déterminées a- 0 , 

Jfo> î > ÿi > *i > 5 i Vt > > ®tC. J 5 !/»> z s; J 

et ainsi de suite. Le plus ordinairement ces variables sont 
supposées varier par différences constantes, et quelquefois 
par intervalles égaux à l'unité. La loi de cette variation, 
quelle qu’elle puisse être, est supposée donnée. En vertu 
(les variations dont il s'agit, la fonction u prendra égale- 
ment une suite de valeurs déterminées , que nous représen-, 
terons par 

Hq , W|, a, , i/j, ^4, it n i 

et nous écrirons comme dans l’article Vf, 




Digitized by Google 




— 2tG — 



«0 

U I U, — u 0 = Aw 0 

u, u, — u f = Au, Au, — Au 0 = A’u 0 

«, u 3 — u, = Au, Au, — Au, = A’u, 

«1 — *J = A», Au,— Au, = A’u, 

Au, — Au, = A’u, 



u„_, 

U„ Un — U„_, = Au„_, 

I Au„ — Au„_, = A ’u„_, | etc. 

On .voit que le signe A indique la différence entre la valeur 
actuelle de la quantité affectée de ce signe, et la valeur que 
reçoit cette quantité par l’effet d'un changement fini, attri- 
bué aux valeurs des variables dont elle dépend. Au 0 est la 
différence de la fonction u 0 . On représente par AAu„, ou 
A ’u 0 , la différence de Au 0 , ou la différence seconde de la 
fonction u 0 . On représente également par AA ’u 0 , ou A la 
différence de A*u 0 , ou la différence troisième de la fonc- 
tion u„. Et ainsi de suite. Il existe entre les valeurs succes- 
sives d’une fonction et ses différences de divers ordres des 
relations générales , et tout à fait indépendantes de la nature 
de cette fonction et de la loi de sa variation. 

52-2. En effet, on trouve par de simples substitutions, 
comme on l’a vu dans l’article X , 

u, = u 0 + Au 0 

«i = “o + 2Au 0 + A’u 0 

«s = M 0 + 3Au 0 + 3A*u„ + A’u„ 

= “o + 4 A «o + 6A ! u 0 + 4A s u„ + A*u 0 
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formule qui peut s’écrire d’une manière abrégée 
m„ = (1 + A« 0 )", 

en observant de changer, après le développement de la puis- 
sance indiquée, (Aa 0 ) p en A r u a . 

523. On trouve également, par des substitutions succès-, 
sives : 

Au a = u,— a, 

A , a 0 = «j — 2«)+ m 0 
A*a 0 = a, — 3a, + 3a, — a„ 

A‘a 0 = a k — tiu 3 + 6«, — ùa, + a„ 



A"a 0 = a„— M.a„ 



n(n— 1) 

i+ - 



n(n — l)(n — 2) 

’ ËZ3 ' 



±a 0 



Cette formule peut s’écrire 

, A-a 0 = (a 0 — 1)», 

en observant de changer, après le développement , w" en u„. 
Elle peut servir à trouver directement les différences d’un 
ordre quelconque d’une fonction proposée, au moyen d’un 
certain nombre de valeurs successives de cette fonction. Le 
nombre des valeurs qu’il est nécessaire de connaître est égal 
à l’ordre de la différence cherchée. 

524. On indique par le signe £ une opération inverse de 
celle qui est indiquée par le signe A. Ainsi £w, représente la 
quantité dont la différence est u 0 . Nous écrirons donc , en 
continuant le tableau précédent vers la gauche. 
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l' Ul -l'u,=lu 9 
l’u,— S'u,=S«, 


1^—111,-U, 


«0 


E*h,— l*u,=lu, 


luj-lu^u. 


“l 


- s 'b— 


lu 3 —lu,=u, 


«i 




Su,— £u,=ti, 


«J 


S*«» +| S*Un=lU, 




. • . 




— Mn-J.| “Us — W n 


■Un 

1 



d'où l’on déduit 

= -H 0 + «o 
lu, — lu, + «0 + «1 
lu, = 2u 0 + w 1) + u, + «, 

Su k = lu, + U, + H, + M, + U, 



lu n = Su„ + U 0 + U, + U, + U, + +</,-,. 

On voit que ïu n , ou l’intégrale finie de u„, c’est-à-dire la 
quantité dont la différence est se forme de l’addition 
des n valeurs de la fonction u qui précèdent la valeur u. , 
et d’une quantité qu’il faut regarder ici en général 
comme une constante arbitraire. En effet, supposant u don- 
née, et par conséquent u 0 , u,, u,, u,, etc., on n’a assu- 
jetti, gn écrivant les équations précédentes, les quantités 
Eu et Eu,, à aucune autre condition, si ce n’est celle d'avoir 
pour différence u 0 . Donc l’une de ces quantités est une con- 
stante arbitraire. 

On déduit également des équations précédentes : 
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ï*«, = SX + ïk. 

£*«, = S*H, + ÏM* + Su, 

-’»<3 = -X + -«0 + Su, + -«J 

-X = S*!!,, + Su„ + lu, 4- Su,-f Su, 



SX - SX + Su 0 + Su, + lu, -f Su, + +Su„ 



puis 

ÏX=Ï\ + Ï\ 

s»«,=-X+'SX + - , “. 

SX = SX + SX + ï»u, +' 

. SX = SX + -’u 0 + -’u, + S ! u, + SX 



SX = SX+ -X+ SX+SX+ SX+- + SX-, ; 

et ainsi de suite. On a en général 

SX = SX + Z!~'u 0 h S^-'u, ■+■ S-X + + -‘-'u._, . 

On doit remarquer que dans la valeur de S’u B , il entre deux 
constantes arbitraires, qui sont s’u 0 et Su 0 . Dans la valeur 
de SX, il entre explicitement les deux arbitraires S'u„ et 
s*u 0 > et implicitement l’arbitraire Su 0 qui est comprise dans 
S ! u,,s 5 u,, etc., et ainsi de suite. Enfin dans la valeur de 
SX , il entre explicitement les deux arbitraires S’u 0 et 
S'-’Uj, et implicitement les » — 2 arbitraires S ,_, u 0 , S' _3 u s * 

z‘ -> u„, Su 0 qui sont comprises dans S'-'u,, S“-’u, , 

S‘ _1 u,, etc. ; en sorte que l’intégrale S‘u, comprend tou- 
jours i constantes arbitraires. 
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525. Nous devons remarquer d’ailleurs qu’il n'est pas tou- 
jours indispensable que dans l’intégrale 



-U. = 2u 0 + +U, + Uj + 

la quantité désignée par£u 0 , qui la complète, soit une con- 
stante. On pourrait prendre pour cette quantité une fonction 
quelconque des variables qui entrent dans la fonction u, 
pourvu que la fonction dont il s’agit eût la propriété de ne 
point changer de valeu( lorsque ces variables prendraient 
leurs valeurs successives. On sait qu’il existe plusieurs fonc- 
tions trigonométriques qui présentent cette propriété quand 
on fait varier les variables par différences constantes. 

Différentiation des fonctions. 

526. Soit u une fonction contenant une seule variable x. 
Différentier la fonction w, c’est chercher la valeur de l'ac- 
croissement au que reçoit cette fonction lorsque la variable 
x devient x -(- ar. Ainsi de l’équation 

u = f[x), 

nous concluons en général 

iu — f(x + Ar) — f(x). 

Si la fonction u contient plusieurs variables indépendantes 
x, y, z, etc., cette fonction peut être différentiée séparé- 
. ' ment par rapport à chacune des variables. Posant 

u = f{x,y,z, etc.), 
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ces différences sont exprimées séparément par 

^ A x — f(x + Xr, y, z, etc.,) — f(x, y , c, etc.), 

A u 

— Ay = f(Xf y + A y, z, etc.,) — {[ x, y, z, etc.), 

Au 

^ z ~f (*« y, 2 + Az, etc.,) — f(x, y, Z, etc.), 
etc. 

La différence totale est 

Aa — f(x + Xx,y + A y, z + A z, etc.) — f(x, y, z, etc.). 

Cette différence totale n’est pas, en général, égale a la 
somme des différences partielles. Elle le serait si la fonction 
f[x, y , z, etc.) était une somme de fonctions séparément 
relatives aux diverses .variables x, y, s, etc. 

527. Considérons en premier lieu les fonctions ration- 
nelles et entières d’une seule variable x. Elles sont compo- 
sées de termes de la forme A x‘ , A et k étant des constantes : 
la recherche de leurs différences se réduit à trouver celles de 
la quantité x*. 

Nous avons généralement 

A.x* = (x + Ax)* — x * , 

ou bien 

A . x* = kx'-'üx + x‘-*(A.r)’ 

+ **' W+ +(**)*• 
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Si la différence Ax est supposes' constante , on obtient faci- 
lement l’expression générale de la différence d’un ordre quel- 
conque de la fonction proposée. En effet, ou a alors 

« 0 = x‘, 
k, = (x 4- Ax) k , 

»«* = (x + 2Ax)‘ , 
a, = (x + 3Axj‘ , 
etc. 

et la formule du n° 523 donne 



A" . x‘ = (x 4 - nAx)* — ?i[x + (n — l)Ax]‘ 
4- [*+(»- 2)M‘ - etc. ; 



ou en développant et ordonnant par rapport aux puissances 
de Ax , 

A" . x‘ = * 



r. » , «(«—i) 






L 1 + 1.2 




.JX 


+ k[n 1)4- J2 


(« -2)- 


.Jx*”‘ Ax 






.Jx‘->(Axj' 


_4- etc.. 







expression dont la loi est évidente. 

528. Nous remarquerons d’ailleurs : 1° que le terme affecté 
de x‘ est nul, quel que soit le nombre entier n, comme on 
l>eut le vérifier; 2 ° que la quantité 



... . — 1), n(n — l)fn — 2), , 

»* _ _ („ - i y + (a - 2)' i L (« - 3 y + etc. 
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est également nulle, tant que » est plus petit que n, a; que 
1 on peut également vérifier, et ce qui doit être, puisque l’ex- 
pression a".x‘ ne peut pas contenir de puissances'de Ax in- 
férieures à la puissance nj 3* enfin que l’on a toujours 

1 - 2 *3 « = n* — n(n — 1 )*+ (« — 2)" — etc., 

comme on peut s’en assurer. Nous écrirons donc simple- 
ment , au lieu de l’expression précédente : 



\“.x k = 

k(k — 1) (k — 2) (k — n + i]a ,t- "Ax" 

, (k — n) r 

+ ^L2T3~^r + - l) L” “ 

+ — 2)»+« — Jx*-"->Ax"+< 

kik—l)(h 2)...[fc— (w + 1)] r n ,+. 

+ (n—2)"+ s — J,e*-»-*Ax»+ 3 

+ — — 2 )"+’ — 

.+ etc 



On peut remarquer que dans le cas où l’exposant k est un 
nombre entier et positif : 1° la valeur de la différence de 
l’ordre k de la fonction x k së réduit à une constante dont 
l’expression est 

A* . x* = k(k — 1 j(fc — 2) (fe — 3) 3. 2. lAx‘ ; 
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S’ l’expression précédante de A",x‘ se termine alors par un 
dernier terme qui est 

[«* - n(n - 1)‘ + ^ (n — 2/ — ] Ax‘. 

Ces résultats donneront les différences d’un ordre quel- 
conque de toutes les fonctions de la forme 

Ax 1 -f lir*' + Gza -f etc. 



Parmi les fonctions rationnelles entières on distingue, à 
raison de la simplicité de l’expression de leurs différences, 
les produits de facteurs équi-différcnts, tels que la fonction 

u = (a + x)(a + x + Ax )(a + x + 2Ax) [« + x + (k — l)Ax]. 

Un trouve facilement 

A n « = [a 4- x + nAx] [a + x + (n — l)Ax] [a + x + (le — l)Ax] 

x lr(fc — iXk— 2) (fc— n + 1). Ax». 

529. Quant aux fonctions rationnelles fractionnaires on en 
obtient les différences en les décomposant en fractions sim- 
ples par les méthodes connues. L’expression de la différence 
se simplifie lorsque le numérateur est une constante et le dé- 
nominateur un produit de facteurs équi-différents. Soit 

w 

A 

(a +xj(u -f x + Ax,'(a + x + 2Ax) [a + x + {k— t;Ax] ’ 

on a 

^ u _ ± A ■ k[k + l)(fc + 2) ■' (fc-f n— l).Ax" 

(a + x) (« + x + Ax) (a + x + 2 Ax). . . . . [a + x -t- (k + n — l)Ax] ' 
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Les signes -f ou — ont lieu respectivement lorsque n est 
pair ou impair. 

530. Nous considérerons maintenant les fonctions trans- 
cendantes. Soit 



u — log.x : 



nous aurons 



5= log.(x + \x) — log.x = log. ; 

et en développant 

Si la différence ix est supposée constante, on a 

u, = log.(x + Ax) = log. ^1 + + log.x , 

* «, ~ 10g.(x + 2Ax) = log. il + —J + log.x , 

«» =; log.(x + 3Ax) = log. ^1 + + log.x. 



etc. 



En développant ces expressions et les substituant dans les 
formules du n* 523 , on trouvera 

■ *’'<*•*="[ )'-<«.], . 

a*logÆ=M^ . 2 —etc. J, 



. etc. 
S* AÜîrtE. 



15 
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M est |c module logarithmique, c’est-à-dîro le nombre par 
lequel il faut multiplier les logarithmes hyperboliques pour 
avoir ceux du système de logarithmes dans lequel on cal- 
cule. 

331. La fonction exponentielle a m donne, en supposant 
toujours la différence Ax constante, 

toi* — a*(a ir — i) 

A*a* = a “(a 1 * — 1)’ 

A 3 a* = a*{a^* — l) s 



toa z = «'(a 4 ' — 1)", 

332. A l’égard des fonctions trigonométriques, en par- 
tant des formules connues 

l i 

sin. A — sin.B — 2 sin. ^ (A — Bj . cos. - (A + B) , 
cos. A — cos.B = — 2 sin. -(A — B) . sin. *(A + B), 
on trouve 

1 1 

a sin. a; = siu.(x + toc) — sin.x si 2 sin. ^ toc . co& ^ (2x + toc), 

. • ’ 

1 i 

A cos. je = coa(x + Ax) — cos.x= — 2 sin. ^ toc . sin. ^(2x + A*); „ 

• , j 

puis 

A? sin.x = 2 sin. ^ toc £cos. * (Sx + 3Ax) — cos. * 2x -+ Ax) J 
= — A sin.’ ^ Ax . sin.(x + toc). 
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Et en continuant de la même manière, on parvient aux for- 
mules générales 



A s «sin.:r=:fc2 , ’ , sin. ! "*A*.sin. *(2* + 2 «Ax) 

A*«+> s iB.a:=± 2*"+‘ dn.‘*+‘ * A* . cos. ^2* + (2» + i)AxJ. 

Les signes + ou — ont lieu respectivement suivant que le 
nombre n est pair ou impair. 

La différence de l’ordre n de la fonction sin. x s’exprime 
d’une manière encore plus simple au moyen des différences 
des ordres n — 1 et n — 2. Un obtient en effet l’expres- 
sion 

A*sin.* = — 2* sin.* * AxfA’*- 1 sin.* + A"-’ sim*) , 

qui se déduit des précédentes. 

533. On pourra toujours, d’après ce qui précède, et con- 
formément à ce qu’on a vu n° 526 , obtenir les différences 
partielles ou totales des fonctions de plusieurs variables. 

Soit par exemple la fonction 

u — xy. 

on trouve, en supposant A* constante •' 

Am == (x + AxjA y + A* . y 
A * a = (x + 2A*)A , y -f 2Ax . Aÿ 
A 3 m = (* + 2Aa-;A'ÿ -f- 3A* . \y 

, -, etc. ' ; 
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Soit encore la fonction 



on aura 




= yXx-xXy r Xy /W _ (W + ^ 1 

y 1 l y \vJ \yj J 



334. Les différences totales des fonctions <ie plusieurs va- 
riables s’expriment au moyen de leurs différences partielles, 
par des formules remarquables. Soit u une fonction des deux 
variables x, y, dont nous supposons les différences Xx et xy 
constantes. On a 



. Au . , Au . , A*u . . 

Xu=^Xx + Ijj \y + ~XxXy, 



expression qui peut s’écrire 







Et l’on trouvera 




A ’“ = t( 1 + ê^) 




ASm = [( 1 + ^ Ax ) 




• 


A-u = [( t + ~Xx) 


( i+ 4 Ay )“ l T M * 



On obtient des formules analogues lorsque la fonction pro- 
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posée contient un plus grand nombre de variables. Si u con- 
tient les trois variables x, y, z, on a également 

A " M= [( i+ é AÆ )( i+ 4 Aÿ )( i+ È^)- i r 8; 

et ainsi de suite. 



Intégration des fonctions. 

535. Soit en premier lieu la fonction x m . En écrivant 
m -f 1 au lieu de k dans la formule du n“ 527, elle devient 

A.af- *=— + +(Aæ)~ h 

et donne, en prenant l’intégrale de chaque membre, 



a-H-i -^±Ala:-.(\r)-f ”‘?^>(Xr)»+...+^Xr)»+‘; 



d’où l’on déduit 



+ 



Æ <n+1 • 



_1 f" m + 1 m 



(m + l)lr m + lL 1 2 

m + 1 m m + 1 






12 3 



(A* )*£*"•-> + + (Ax)-lx" J . 



S l’on fait successivement dans cette formule m = 0, 
= 1 , = 3, etc., on trouvera 
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Sx° = 
Sx 1 = 
Sx* = 

2x 4 = 

-x 5 

Sx* = 
etc. 



x 

Ax 



2àx 2* 



X' 

3Ax 



5 1 1 

— S ** + s * Ax 



6 



x* 1 1 ' 

Bï-à^ + ï*** 
eïc — 2 ^ + lî- 



7Ax 2 



1 x® + | x’Ax — * x’fAx)’ + ?iX(Ax)* 

* o b al 



Chacune de ces intégrales doit être complétée par une con- 
stante arbitraire. Cette constante se détermine lorsqu’on llxo 
en même temps le premier terme de la série des quantités 
x„ , x, , x, , ou x 0 , x„ + Ax, x„ 4 - 2Ax, etc. ; et le pre- 

mier ternie de la série des quantités Sx„, Sx, , Sx,, etc. 

Ces résultats donneront les intégrales de toutes les fonc- 
tions algébriques rationnelles et entières, l’incrément Ax 
étant supposé constant. 

536. On a, d’après le n° 528, en écrivant fn au lieu 
de k — i , , 

A j (a+x)(a + x + Ax)(a + x + 2Ax) (a + x + wîAx) j = 

(a -f x + Ax)(a + x + 2Ax) (a + x + mix) . (m + l)Ax ; 

et par conséquent en intégrant de part et d’autre, 

S j (a + x + Ax) (a + x + 2Ax) (a -f x + mAx) J = 

} — r— (a4-x)(a+x+Ax)(a-fx+2Ax) (a +x 4- mAx) -f- coiist. 

(ni 4- Ijax 
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337. OU a également, d’après le n* 52!), 



.1 A 


1 


j (a + x)(a + x + Ax)(a + x + 2Ax) [a + * +(m— i)Ax] J , 


— AmAx 


. •• 


— (a +• x)(a + x + Ax)(a + x + 2Ax).. 
et par conséquent 

r f A 


... (a + x + mAx) 
1 


_ L(a -f x)(a + x 4- Ax)(a +x -f 2Ax) 

1 —A 


, (a + X -f r/iAx) J ' • 


mAx (a+x)(a+xAx)(a+x+2Ax>.,.(a+x+(m — i)Ax) 


; 

53& L’équation 


' . ’• 


Aa* = a*(ai*— 1) 

du n° 631 donne 

Sa* — a ‘ - 4-C, 
ai*— 1 




C étant la constante arbitraire, d’où 
ment à 


l’on passe facile- 



S«o» = - - — — - t + ZC 

(a* - - 1) 

S’o* = — — + S«C 

(a 4 *— 1)* 



+**-*0. 

(a 4 * — 1)" 

Quant aux expressions SC, £*C, S^'C, il faut remarquer 

que, d’après le n* 535, Sx" = St = — Donc SC= — -f-C', 
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C' étant une nouvelle constante arbitraire. Les formules du 
môme numéro donneront également les expressions E’C, 
£’C, etc.; et l’on voit que l’intégrale s'a* contiendra n 
constantes arbitraires, conformément à ce qui a été dit 
n” 524. , ; 

539. A l’égard des fonctions circulaires , l’équation 

A cos.* = — 2 sin. * 4* . sin. (x + ^ kcj 
du n" 532 donne 

{ x ~l Xx ) . 



sin. ^*+ ^ A*^ : 



A cos.* 

1 

2sin. A* 



A cos. 



, et sin.x=- 



2 sin. g A* 



d’où, en intégrant, 



S sin.* = - 



cos. 



(*-*Ax) 



+ ccmst. 



2 sin, ■ A* 



On déduira de la môme manière de l’équation 



A sin.* = 2 sin. A* . cos. 



(* + *Ax) 



du même numéro, 



-cos.* = 



sin. — * A 



2 sin. ^ A* 



On peut, au moyen de ces formules, intégrer les fonc- 
tions composées de ternies de la forme sin.“*.cos."*, lorsque 
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m et n sont des nombres entiers et positifs. Én effet, ces' 
fonctions peuvent être transformées en une suite de termes 
contenant les sinus ou cosinus des arcs multiples de l’arc x; 

' et l’on a évidemment 

cos. (p + qx — | q\xj 

Ssin .(p + <f>= 1 — - 

2sin. 

S cos ,(p + qx) = 



540. Si l’on cherche à appliquer aux intégrales finies le 
procédé de l’intégration par parties, on posera, en dési- 
gnant par P, Q deux fonctions quelconques de la variable x, 

SPQ = Q.ZP + z, 

z étant une fonction de la môme variable, qu’il s’agit de 
déterminer. Différentiant chaque membre de l’équation , il 
viendra 

PQ = (Q + AQ) .S(P -f AP) — Q . SP + Aî , 

» • 

ou (en remarquant que s . AP = P) , 

0 = AQ.S(P + AP} + Az, d’où z — — S[AQ . S(P 4 - AP)]. 
Donc 

SPQ = Q . SP — S[AQ . S(P + AP)] , 

OU 

SPQ = Q . SP — S(AQ . SP,) ; 

• * 

et par suite 
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ÏPQ^Q. EP— AQ . S*P, + E{ A*Q . ET»,) , 

EPQ=Q . EP — AQ . E’P, +4*Q . E S P 8 — EfA’Q . S 3 P,) , 
etc. 

EPQ— Q . SP — ÂQ . (£'P,)+ AH) . E S P 8 — AH) . E*P,+ A»Q . E*P t — etc. 



Cette formule peut être mise aussi sous la forme 

SPQ = 0 • EP — AQ . (S*P + EP) + AH) . (E’P + 2S«P + EP) 

— AH) . (E'P + 3E*P + 3E*P + EP) + etc. 

Elle s’arrête lorsque les différences d’un ordre quelconque 
de la fonction Q deviennent constantes. 

Sommation des suites. 

541. On a vu, n° 524, que l’on avait généralement 

El4n = E« 0 + + W, + w, -f- U, + Uj + ........ + U*_, , 

formule dans laquelle £u„ représente une constante arbi- 
traire. Par conséquent, si nous écrivons 

Su» = u 0 + «, + «, + «, + ......... + u. ; 

c’ est-h-dire si nous représentons en général par Su. la somme 
des valeurs de la fonction « jusques à la valeur u„, y com- 
pris cette valeur, nous aurons la relation 

Su» = Eu» + u» + const. 

On voit qu’il est nécessaire de distinguer V intégrale désignée 
par le signe £ de la somme désignée par le signe S. Ces 
quantités diffèrent en ce que la dernière exprime la somme 
des termes de la suite u„, u lf u 2 , etc., jusques et compris 
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le terme « n , tandis que ce dernier terme n’est pas compris 
dans l’intégrale. On peut d’ailleurs supprimer l’indice n, et 
écrire simplement 

y* 

SK as Su .4 u 4 - const. 

La constante so détermine d’après la connaissance du terme 
par lequel doit commencer la série des fonctions désignées 
par u, dont Su représente la somme. 

542. Soit demandée, par exemple, la somme des puis- 
sances des nombres entiers. On fera dans les formules du 
n” 535, Ax= 1 , et l’on aura, en déterminant la constante 
de manière que les séries commencent par l’unité, cas dans 
lequel sa valeur est nulle , 

t * 

Sa- =14-2434-4 + 4 x = ^ ** + j x 

&r*=14 2 s 4 3 ! 4 4’4 4>a*-|**4 

u a O 

Sx , = 1 4 2*4 3'+ 4’+ 4 - x *4 * **4 \x* 

4 2 4 

Sx*= i 4 2*4 3*4 4*4 4- **= ^ .t* 4- * 4- * **— Jjj x 

Sx*= 1 4- 2*4- 3*4 4‘4...,. 4- x 5 = * x* 4 | x*4 ^x*— x ’ 

S**= 1 4- 2*4 3*4- 4*4- 4-* 6 =5*’4^4 |x*- + 

etc. 

543. La formule du n" 530 donne 

S ( (a 4 x 4- Xx)(a 4a? + 2Xr )...(a 4- x 4 mXv) J 
=7gj^tÿ^(«4-aî4-4a:)(«-*-a:+2A»),..l a 4-*4(»n41>ix}4-<Wi*t. f 
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expression d’où Ton déduit la somme des suites des nombres 
figurés. Le terme général de ces suites est 

. (x + 1) (x + 2) (x + 3).....(x + m) 

1.3.3 m ' 

et Fon a , en faisant dans la formule précédente a =t 0 et 
Ar = l , 

• ' 

„ f x+l)(a;+2X*+3)...(x+Tn) (x+lXx+2Xa~+3)...(x +m+l) _ L/ . /inc( 

SV 1.2.3 m “ 1.2.3 (m + 1) T 

Ainsi un terme quelconque de chaque suite donne.la somme 
des termes de la Suite précédente. On trouve en faisant suc- 
cessivement m = 1 , = 2 , = 3 , etc., 



S —j— 1 = 14-2 + 3 + 4 + 


(x+lX*+2) 

1.2 


g (x+l)(x+2) _ 1+3+6+10 + - 
l.J 


(X+lXx+2) 
1 1.2 


• 


•(*+lX*+2X*+3) 

1.2.3 


s (x+l)'x+2yx+g_i +a+t0+20+| 


(x+lXx+2Xx+3) 
+ _ 1.2.3 




(x+!Xx+2Xa;-f3X*+4) 



La constante est nulle lorsque les suites doivent commencer 
par l’imité. 

544. La formule du n° 537 donne de la môme manière 
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S 1 = 

(a -f x)(a + x -f Xr )(a + x + 2Xr + x + mXx) 

1 1 foml 

et cette formule servira à sommer les suites dont les termes 
ont l’unité pour numérateur, et pour dénominateurs les 
nombres figurés. Le terme général de ces suites est 

1.2.3 m 

[x + l)(x + 2)(x + 3) (x +?«) ’ 

et la formule précédente donne 

s 1-2.3 ....m 

(x + l)(x + 2)(x + 3}.....(x + m) 

1 1.2.3 m 

~ m — 1 ’ (x + 2)(x+3) ( x + m) + C<mt ’ 

Cette formule est en défaut lorsque m — 1. En supposant 
m = 2, =3, =4, etc., et déterminant la constante de ma- 
nière que les séries commencent par l’unité , elle donne 

1-2 _ . . 1 , 1,1 

S (x + l)(x + 2) _1 + 3 + 6 + 10 + 

1.2 2 1.2 
+ (x + !)(* + 2) ~1 (x + 2) ' 

1.2.3 1 1 1 

S (x + l)(x + 2)(x + 3)~ 1 + 4 + 10 + 20 + 

1.2.3 3 1.2.3 

+ (x-f l)(x + 2)(x + 3) 2 + (x + 2)(x + 3) 

g *2.3.4 i+i+i + A • 

(x + l)(x + 2)(x + 3)(x + 4) ~ 6 ^ 15 ^ 35 

1.2. 3.4 _4 1.2. 3.4 

+ (x + l)(x+2)(* + 3)(x + 4) =? 3 (x-f 2)(x + 3j(x + 4) 

etc. 
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2 3 4 

Les valeurs -, -, -,etc., de la eonstante donnent les va- 
12 3 

leurs des séries correspondantes quand on les suppose pro- 
lungées à l’intini. 

545, Quant aux fonctions transcendantes, on déduit de 
l’expression de S.tf du n° 558, 



Sa* = 



i+Ai 



fl A *— 1 



4 - const. 



546. Les expressions de Xsin. x et S cos. a: du n" 539 
donnent 



cos. 



S situ* : 



-f ,j Aj ^ 



4-const., 



2sin. z Ax 



Scos.x 



sin. [x + 2 ^) 

= — , ‘ - - - 4- const. 



2siu. „ Ax 



Ces fonnules donnent la somme d’une suite de termes 
formés de sinus ou cosinus d’arcs croissants en progression 
par différence. On en déduit en effet, en écrivant p -\-qx h 
la place de x , et q\% à la place de X r, 



Ssin.(p + qx) 



SCQS,(p+qx) — 



cos. (j)+qx+ * cos. * q\. 

_ j 4- j 

2 sin. i/Ax 2stn. „ </Ax 

1 , 2 

sin. (p + qv 4- * qXxj sin. (p— * q^j 



2 sin. 3 </Ax 



2 sin. ,y/Ax 
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Jil constante étant déterminée de manière que les séries com- 
mencent respectivement par les termes sin. p et eos. p, : 

Intégration des équations aux différences finies, linéaires 
et à coefficients constants. 

547. Considérons, comme dans les articles précédents, 
une variable indépendante x, et une fonction y de cette va- 
riable. La variation de x est la constante àx , qui est tou- 
jours connue. Une équation aux différences Unies exprime 
en général une relation entre la variable x, la fonction y, et 
un certain nombre des différences Ay, A*y , a s y, etc., de 
cette fonction. 

On voit d’ailleurs sur-le-cbamp qu’en mettant à la place 
de Ay, A'y , A’y, etc., les expressions générales du n° 523, 
la relation dont U s’agit se trouvera donnée entre x, y 0 , y,, 
y,, y 3 , etc,, l’indice du terme le plus éloigné dans la série 
des valeurs de y étant égal à l’ordre le plus élevé des diffé- 
rences contenues dans l’équation proposée. D’où l’on voit 
qu’une équation aux différences finies n’est autre chose 
qu’une relation entre un certain nombre de termes consécu- 
tifs d’Une série, par le moyen de laquelle on peut détermi- 
ner touS les termes de cette série, après en avoir pris arbi- 
trairement un nombre égal à l’ordre de lequation. 

Intégrer une équation aux différences limes , c’est trouver 
l’expression du terme général de la série dont ou vient de 
parler. 11 résulte de ce qui précède que cette expression doit 
nécessairement contenir un nombre de constantes arbitraires 
égal à l’ordre le plus élevé des différences qui se trouvent 
dans i équation, ou à l’indice le plus élevé des valeurs suc- 
cessives de la fonction y qui y sont contenues. 
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54 8. Le cas le plus simple est celui où l’équation proposée 
se réduit à 

i"ÿ = 0, 

laquelle, d’après la formule citée du n° 523, revient à 
n-'n—t) n'n— l)(n— 2) 



y a —n.y n ^-h — <2 — y^- 

\ 

et d’où l’on tire 



2.3 



| i/n_ s + ~...±y 0 = o f 



y»=M*!/n-l — — « ' !/*-» + 



— f) , ”(»—*) (»— 2) 



2.3 



y-s— =Fy<>- 



Le terme de la série affecté de l’indice n est drainé ici par la 
somme de n termes précédents , multipliés chacun par des 
coefficients numériques dépendants de cet indice. 

L’intégration de l'équation \ n y—0 s’effectuera d’ailleurs 
d’après ce qu’on a vu dans le n° 533. On aura 



A"-'ÿ = S'o = A, 

A-« ÿ = X*0 = £? + A, 



A" _3 j/ =* S’O 



A,** (A,-2A^r 

2fAxJ* 3E + 1 ’ 



A,, A,, A,, etc., étant des constantes arbitraires; et en gé- 
néral l’intégrale de l'ordre n sera 



y = « + * 1 * + a^r* + a 3 x*+ + i^ x x*~ l , 

«> “i» ®», a >,-- »•“«_! étant des Coefficients constants arbi- 
traires , dont le nombre est égal à l’ordre de l’équation. 
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549. Considérons maintenant l’équation 

y,+n + Py,+n - , + Qih+n-i + Ry*+«-, + + Uy» = o (m) 

dans laquelle P, Q, R, U désignent des nombres con- 

stants. Si nous posons y t — f, p désignant une constante, 
tous les termes, après la substitution de cette valeur, seront 
divisibles par p*, et il restera 

P" + Pp" -1 4- Qp H “ ! + Rp ,, ■' , + + ü =i 0 , (nj 

en sorte que l’expression y , = p* satisfera à l’équation pro- 
posée (m), pourvu que p soit l’une quelconque des racines de 
l’équation (n). 

En représentant donc par p„ p„ p„ p» les n racines de 

l’équation (n), que nous supposons d’abord toutes réelles et 
inégales, nous aurons pour y les n valeurs particulières 

y = P. r .y = P.*>y = P>' : > y = P»“ ; et puisque l’équation 

(n) serait également satisfaite par la somme de deux, ou d’un 
nombre quelconque de ces valeurs , l'on aura 

y, = A,p,« + A,p,* + A,p,« + + A»p„* 

pour l’expression de l’intégrale générale de cette équation ; 
A„A„A„ An étant les n constantes arbitraires qui doi- 

vent entrer dans cette intégrale. 

350. Dans le cas où l’équation (n) a des racines imagi- 
naires, soient 

p’ — 2 kp cos.? + fe* et p= fc( cos.? ± y/—l sin.?) 

un des facteurs réels du second degré de son premier mem- 
bre, et les deux racines imaginaires correspondantes. On rr- 
V* AHSÉF. '* 
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connaîtra, par le n" 117, que l’équation (m) est satisfaite par 
les deux valeurs particulières 

y = k*(cos.<fx + y/ — 1 sin.çx) et y = k*( cos.?* — y^T sin.?x), 

et, par conséquent, par la somme de ces valeurs, multipliées 
chacune par un coefficient constant quelconque. Doit l’on 
conclut que la partie de l’expression générale de la fonction y 
correspondante aux deux racines imaginaires dont il s’agit 
est , sous forme réelle , 

B,fc* cos.?x + B,fc* sin.çx , 

B, et B, étant des constantes arbitraires. 

551 . Le cas où l’équation (n) a des racines égales se résout 
d'une manière semblable à ce qu’on a vu dans le n° 440. Si 
l’on représentait par p, et p, -j- w deux des racines de cette 
équation, qu’on rendra égales en posant u>=0 4 la somnie 
des valeurs particulières correspondantes serait 

’A,p,* + A*(p, + <»f i 

ou, en développant la puissance indiquée, 

(A, + AJp,* + A,") . Xf + AX ^ Pi" - * + etc. 



Or j on peut donner à A, et A* des valeurs telles que les 
quantités A , -j- A, et A, u restent des constantes finies arbi- 
traires B,, B,, quel que soit u>, tandis que les coefficients 
suivants A,*»*, etc., deviendront infiniment petits, lorsque 
l’on supposera la valeur de w infiniment petite: cela étant, 
faites = et l’expression précédente va se réduire à 

B,?,* + Bjxp,* -1 . 

Dans le cas d’une troisième racine égale à p, , on suppo- 
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sera de même que eette racine était d’abord p, -f- <» et que i» 
s’évanouit : la somme des trois valeurs particulières corres- 
pondantes à la racine double p, et à la racine p ( to sera 

À,p,* 4- A^rp,*- 1 + A,(p, -)- w)* , 
ou 

(A, + A,)p,* + (A, + A,<u)xp 1 “- 1 + A»<u*— p t*"*+ etc. 

Et comme l’on peut attribuer aux constantes A l ,A„A 3 des 
valeurs telles que les quantités A,-f A„A,-j-A su ,A. ) ,, 1 , restent 
des constantes finies arbitraires, quel que soit w, tandis que 
les coefficients suivants s’évanouiront avec w , la somme des 
trois valeurs particulières dont il s’agit prend, pour w = 0, 
la forme 

lW + Bjxp, 1-1 + B s Pl -< 

« « 

Et ainsi de Suite dans le cas où il y aurait Un plus grand 
nombre de racines égales entre elles. 

552. Les constantes arbitraires introduites dans l’intégrale 
générale, se détermineront toujours d’après la condition que 
cette intégrale reproduise n valeurs données de la fonction y, 
correspondantes à ti valeurs également données de la va- 
riable x. 

XL1. FORMULES D’iNTERFOLATlON. 

553. L’opération désignée sous le nom A’ interpolât ion est 
une des applications principales du calcul des différences 
finies. Elle est fondée sur cette notion , qu à défaut de l’ex- 
pression analytique d’une fonction qui en fait connaître com- 
plètement la nature, et qui permet d’en calculer exactement, 
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ou d'une manière aussi approchée qu’on le veut , la valeur 
correspondante à une valeur quelconque de la variable , on 
peut connaître, avec un degré d’exactitude qui suffit aux ap- 
plications , toutes les valeurs de là fonction dont il s’agit lors- 
qu’on connaît un nombre limite de valeurs données de cette 
fonction. C’est ainsi que dans les constructions graphiques, 
on regarde la figure d’une courbe comme étant déterminée 
par un certain nombre de points donnés appartenant à cette 
courbe. 

Reprenons la formule du n° 522 



u. = u 0 + nAu # + - ~ 2 - - A’«„ + - " t j ” — 2} 



+ A*u 0 



Cette formule établit simplement une relation entre la valeur 

Un, la valeur u # , et les différences Au 0 , a*u 0 , A s u 0 , à"u s ; 

ou, ce qui revient au même, entre les valeurs u„u s , 

Un qui sont censées connues. On ne peut, à parler rigoureu- 
sement, en tirer rien qui ne soit déjà donné. 

Considérons u comme une fonction de la variable x seule, 
et admettons que cette variable croisse par la différence con- 
stante a x. Si nous écrivons u, pour représenter la valeur que 
reçoit la fonction u quand on donne à la variable une valeur 
désignée par .r , nous devrons , en remplaçant dans la for- 

X 

mule précédente u» par u,, remplacer n par — . Elle s’é- 
crira 




554 . Si la fonction u était une fonction rationnelle et en- 
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tière de x de l’ordre r , la différence ^ r u g serait constante , et 
par conséquent les différences des ordres suivants seraient 
nulles j comme on l’a vu n° 527. L’expression précédente 
aurait donc un nombre déterminé de termes; en sorte que 
la connaissance des r+l premières valeurs de u suffirait 
pour continuer indéfiniment la série , et donner des nombres 
exacts. Cela se voit aussi en remarquant que si l’on fait 
â n u = 0 dans l’équation du n° 523 , on en tire 



Un — U. Un 



n(n—l) 
1.2 ~ * 



n[n — l)(n — 2) 

f. 2. 3 1 



=P«e. 



formule qui donne un terme quelconque de la suite « 0 , u„ 
k 4 , etc., au moyen des n termes précédents. Cette circon- 
stance n’a pas lieu en général, mais si les différences succes- 
sives àu 0 ,A*u 0 , A’u 0 , etc., ont des valeurs décroissantes, 
comme cela arrive dans les cas auxquels s’apoliquent les mé- 
thodes dont il s’agit, on pourra supprimer les termes qui 
seront assez petits pour ne pas influer sur la valeur des ré- 
sultats , eu égard au degré d’exactitude avec lequel les nom- 
bres sont calculés. La formule précédente pourra servir alors 
à prolonger la série ; mais on conçoit qu’à mesure que l’on 
s’éloignera davantage des nombres donnés , on sera exposé à 
commettre des erreurs de plus en plus grandes. 

Il importe de remarquer d’ailleurs que dans les cas où les 
différences d’un certain ordre r sont constantes, ou peuvent 
être supposées constantes , le calcul des termes de la suite 
m 0 ,u,,u„ etc., qui dépassent le terme «r, n’exige plus que de 
simples additions. Soit par exemple la fonction 

u, = x* — 6.r’ 4- 6 j — 1 , 

et supposons bx— t . On calculera les quatre premiers termes, 
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correspondants aux valeurs .r=0, x— \ , x — i,x — 3, et 
l’on formera le tableau suivant 




La qatuçp dP !» fonction proposée , indiquant que les diffé- 
rées troisièmes sont constantes, qn voit que l’on pourrait 
continuer la série des valeurs de u, par la formule 



!t,=;H ( , + *A « 0 + <r(* — 1) + — l)f*— S) 03’ 



dans laquelle on ferait u 0 =— i« 0 =3, i’u 0 =— ' MX=«- 
Mais il est beaucoup plus simple dë prolonger le tableau en 
écrivant la différence constante 6 dans la dernière colonne à 
droite, et formant par addition les colonnes en revenant de 
droite à gauche. 



X 


u *. 


àUr 


AH», 


t. 

\hi x 


a 


— 1 


0 


2 


** *,*• 

6 


u 


+ 1 


8 


8 


6 


5 


29 


22 


lû 


6 


6 


71 


A9 


20 


6 


etc. 


„ . 
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Les résultats que l’on obtient ici sont entièrement exacts. 
Mais il n'en serait pas de même si les différences du dernier 
ordre que l'on considère n’étaient pas rigoureusement con- 
stantes. Il faudrait alors calculer d’avance quelques termes 
éloignés de la série , et s'assurer que ces termes sont repro- 
duits par le mode de calcul qui vient d’être indiqué. 

855. L’objet de l’interpolation consiste d’ailleurs, non pas 
à prolonger indéfiniment une série de termes dont un certain 
nombre sont donnés, mais à calculer les termes intermé- 
diaires dans une série dont un certain nombre de termes sont 
déterminés de distance en distance. Quoique la formule du 
n° 553 n’exprimé, à proprement parler, que des relations 
entre tes valeurs de u qui répondent aux valeurs déterminées 
0, Ax, 2Ax, 3a.r, etc. , de la variable x, on la regarde comme 
exprimant en fonction de x les valeurs de u , qui répondent 
à des valeurs quelconques de cette variable comprises entre 
les précédentes. Si l’on attribue à x une valeur moindre quo 
Ax, l’expression de u, sera, dqns la plupart des cas, très- 
convergente, et donnera facilepient une videur fort appro- 
chée de cette quantité. 

D’après ces notions, le calcul des tables, telles que les 
tables de logarithmes ou les tables astronomiques, peut être 
réduit à calculer exactement en premier lieu , au moyen de 
l’expression analytique des fonctions, un petit nombre de 
termes à intervalles éloignés; et en second lieu , à former les 
termes intermédiaires par de simples additions. Nous avons 
supposé ci-dessus l’accroissement Ax constant. Admettons 
qu’entre deux quelconques des tenues connus 
u,, etc. , qui répondent aux valeurs 0, Ax,2Ax,3Ax, etc. , de 
la variable x, on veuille interpoler un nombre wi — I de ter- 

Aj* 

mes distribués à intervalles égaux. Soit àx = — le nouvel • 
- m 
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incrément de x. 11 est évident, d’après ce que l’on a vu dans 
le numéro précédent , que l’on formera facilement les termes 
intermédiaires demandés, si l'on connaît u 0 ,Su 0 ,S , u 0 ,û 5 m 0 , etc., 
et si l'on peut supposer constantes les différences d’un cer- 
tain ordre marquées par o‘u„; puisque l’on aura alors la der- 
nière colonne d’un tableau semblable à celui qui a été donné 
pour exemple , et les premiers termes de toutes les autres 
colonnes. Or, si l’on regarde, d’après ce qui a été dit ci- 
dessus, la formule du n° 353, comme devant donner les va- 
leurs de m correspondantes aux valeurs intermédiaires de x, 
cette formule donnera d’abord, en écrivant mSx au lieu 
de Ax, 



'= u ’ + mte Xu °- 



£_ /_£ A 

«Sx \môx ) 1.2 



* ( x A (JE A **0 +ete 

?h5x \ m5x / \mox ) 1.2.3 + 



expression dans laquelle u„, Au 0 ,A’ti 0 , A*w 0 , etc. , doivent être 
regardées comme des quantités constantes et connues par 
le calcul préliminaire qui a été fait des termes de la suite qui 
répondent aux valeurs 0, Ax, 2Ax, 3 ax , etc. En différentiant 
ensuite par rapport au signe 5 , et remarquant que les pro- 
duits 



W* A( * A 

riiox \nio.r / \»im / 



formant une fonction rationnelle et entière de x , leurs diffé- 
rences des ordres inférieurs à l’ordre marqué par le nombre 
des facteurs sont nulles , on trouvera 
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r * r Ut 



’ H 


J: 

mxc 


r x 

\mïx 


+ 5-| 


j 


( x 


mox' 


\T1lZx 


+ s r | 


-£-( 

mox 


f X 

^mox 


L+ etc - 





.(4— 

\mox 



|- tj £ 



r 



‘ 1.2.3...(r+l) 

à r+, « 0 

1.2.3...{r+2) 



Cette expression donnera les différences cherchées Sw„,o , u 0 , 
o’m,,, en y faisant x=0 après que les différentiations indi- 
quées auront été effectuées. Les formules dont il s'agit pou- 
vant être employée# utilement dans les applications, nous 
donnerons les expressions des différences des premiers ordres. 

En développant les produits indiqués, on trouve facile- 
ment en premier lieu 



»u x = 



* x . 
o — au» 
mox 



. s ( jl _ x \ 

\m- K Zx)' mox) 1.2 

, J & -, x * , « x \^ u o 

\m s (àr) s ' m- x rj.rj‘ môxj 1.2.3 

L i 5 ( X> fi- ** l H J * « x \ X ' u ° 

\m\ 8x)‘ m\Zx) > m’iî.;:- m8x/l. 2-3-4 






** Vu « 

0 1.2 

r* t« N AHi, 

+ 0 Vm s (2x)* m'(ix)'J 1.2.3 



I . >i/ ^ 6 ** , ** \ 

|_ + \m‘(5a:)‘ m\ox)' m , (Zx) , J 1.2. 3.4 J 
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•sa I" 1 

0 1.273 

L \m*(8tr)* tn*(Ax)*/i.2.3.fi -* 



rf*M, = S* 



etc. 



X k A 1 »,, 

r«‘(Àr)‘ 1.2. 3. Zi 



En employant ensuite l’expression de V.x* du n« 528, dans 
laquelle il faudra faire x — 0 , ce qui la réduit à son dernier 
terme, ces formules deviennent 



s 'Ti , 1 — m . , , 1 — 3m + #î» s ., 

6 “" =«L iu o+^r A + — h^r- A 



'« 1 r»« i i— m », , 7 



1 — 6 m + 1 1 m' — (im’ 
2.3.4.m s 
— 18 m + 11 m* 



AX + etc ] 



S.U.m 1 



A‘u 0 + etc. 



Ê ^ = i[ A ’“^ 3 rlr 4 ‘ M » +etc ] 

5 ‘ M »m‘[ A ‘“« + etC ] 



etc. 



Il est rare qqe l’on soit dans le cas d’employer des diffé- 
rences d’un ordre plus élevé que le quatrième, On voit d'ail- 
leurs que si l’on s’arrête aux différences de l’ordre r des 
nombres u„,u,,u, , eto., de la série proposée, c’est-à-dire 
si l’on regarde la différence A r u i cdmme étant constante , il 
en résulte la conséquence que la différence du même ordre 
SX des nombre» qu’il s’agit d’interpoler entre les précédents 

i’’ U 

est également constante et égale à — ^ , m — 1 étant le 
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nombre des termes ihsérés entre deux termes consécutifs de 
la suite proposée. Les résultats précédents donneront tou- 
jours les moyens d’interpoler une suite de nombres placés à 
intervalles égaux entre les termes d’une suite donnée qui 
sont également placés à intervalles égaux. 

556. Pour donner un exemple de l’usqge de ces procédés, 
on déterminera les valeurs de la fonction 

u, = x 5 — 5x* -f 6x — 1 

considérée n° 584, qui répondent aux valeurs de x, croissant 
par dixièmes de Tilhité. Nous avons donc ici 

m 0 = — l 
’ Am, = 2 

. A*tt„ = — Il 

A J n„ = 6 

et les différences des ordres supérieurs sont nulle*. 

Mettant ces valeurs dans les formules précédentes, où l’on 
fçra m = 40, il v iendra 

s ^=ïrô[-‘ + i?‘]=- c '“' 

Ainsi, le, calcul des valeurs intermédiaires demandées, 
s’opérera de la manière suivante : 
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X 


u. 


ou. 


Vu, 


Vu, 


0 


— 1,000 








0,1 


— 0,449 


0,551 






0,2 


+ 0,008 


0,457 


— 0,094 




0,3 


0,377 


0,369 


— 0,088 


0,006 


0,4 


0,664 


0,287 


— 0,082 


6 


0,5 


0,875 


0,211 


— 0,076 


6 


0,6 


1,016 


0,141 


— 0,070 


6 


0,7 


1,093 


0,077 


— 0,064 


6 


0,8 


1,112 


0 , 0t9 


— 0,058 


6 


0,9 


1,079 


— 0,033 


— 0,052 


6 


1,0 


1,000 


— 0,079 


— 0,046 


6 


1,1 


0,881 


— 0,119 


— 0,040 


6 


etc . 











On peut voir, dans le Précis qui est au devant des Tables 
de Logarithmes de Callet, pape 64, les précautions qu’exi- 
gent les calculs de te genre et la manière de corriger les pe- 
tites erreurs auxquelles ils peuvent donner lieu lorsque les 
valeurs des différences ne sont qu’approchées. 

557. L’usage des tailles de logarithmes ou des autres tables 
<lu même genre, donne lieu à une application continuelle du 
procédé de l’interpolation. L’emploi dçs parties proportion- 
nelles se déduit immédiatement du procédé qui vient d’être 
exposé en supposant les différences du second ordre milles , 
et réduisant l’expression de écrite n° 554, à 
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Si les différences du second ordre ne sont pas nulles . ou 
aura donc un résultat plus exact en employant les trois pre- 
miers termes 



, x . x[x — A.r) 

S* 



2 ' 



Cet usage des tables donne lieu aussi à la question inverse 
du problème de l'interpolation, c'est-à-dire à la recherche de 
la valeur de x, qui répond à la valeur donnée u x de la fonc- 
tion u. Quand on peut supposer nulles les différences des 
ordres supérieurs , la première des équations précédentes 
donne 



Si cette formule ne présentait pas l’exactitude nécessaire, il 
feudrait écrire 



a- = Aa: 

Au. 



1 



. . / X 


\ a ! «„ 


1+ (e- 4 


)r2A«„ +etc - 



Après avoir calculé une première valeur approchée de x, 

U — U 

au moyen de l’expression A x -, on la substituerait 

dans le second membre pour obtenir un résultat plus exact. 
Cette seconde valeur de x pourrait être substituée de nouveau 
pour obtenir un résultat plus exact encore. 



558. Nous avons supposé, dans le n° 554 et les suivants, 
que la variable x croissait par différences constantes, ou que 
les nombres de la suite proposée étaient distribués à inter- 
valles égaux. On peut encore, dans les cas où cette eondi- 
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lion n’aurait pas lieu , établir une formule d'interpolation Ana- 
logue à l’expression de u t du n” 554. Remarquons qU’en 
mettant dans cette expression pour Au 0 , A ! u 0 , A s ti 0 , etc., les 
valeurs écrites n° 523, elle devient 






ou bien 






«o{ i— 


Ax l.2 Ax\ 




\ 1 x I 


f X 


-)om 


j +etc. | 


,Ax , 


) 1.2.3 \x \ 


s Xe 


+«lj 


x 1 x 1 
ïc — O Àx‘ 




\ + _L- *( 

1.2.3 Ai' 


f x 

\^x 


-).(£-* 




+u,| 


-L- x , 

1.2 Ax 1 


(a- 


\ 1 x 

) 1.2.3 Ax 


( x - 

\Ax 




^+éfc.| 


+ M,j 






1 x 

1.0 Ax 


(S 




'j — etc.j 


+etc. 















En faisant*! = 0 , cette équation se rédiüt à u z —u 0 ; en 
faisant x = Aæ , elle se réduit à u t = «,■ $ en faisant ! = i\x f 
elle se réduit à u x = u, ; en faisant x = 3Ax, elle se réduit à 
K t = u s ; ét ainsi de suite, La nature de l’expression consiste 
donc en ce qu elle est formée des termes successifs u 0 , m, , 
u,, u,, etc., ayant pour coefficients des fonctions rationnelles 
et entières de la variable .r, qui ont la propriété de se réduire 
à l’unité quand on donne à .r la valeur correspondante au terme 
auquel appartient la fonction, et de se réduire à zéro quand 
on donne à x une valeur correspondante à tout autre terme. 
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Représentons en général par x„,: r tt x i ,x i> etc., les valeurs 
de t qui , substituées dans la fonction «, donnent respecti- 
vement h, , m 3 , etc. De quelque manière que croissent 

ces valeurs de x, on formera évidemment une expression 
qui présentera la même propriété que la précédente, si l'on 
écrit: • . 

u (x — x t )(x — x,) (x — — x t ) ■ 

0 (x,— x,) (x,— x,) (x 0 — xJ (x 0 — xJ 

+ fc x ») ( x ~ x»)(x ~ x,) (x — x t ). •••••• 

1 (Xj— *.)(*! — (X,— xj (*, — Xj... 

+ti (J — X„) (x — x,) (x — xJ (x — xJ . 

* (x*— *») (**— x ,) (*,— xJ (x,— x t J. / 

+ (x — ag (x — x,) (x — J’ J (a — x t ) . . . . 

* (x,— x„) (x, +x,) (x,— Xj (x,— x 4 ) 

+ etc 

Cette formule peut servir à calculer facilement, au moyen 
d'ufi certain nombre de valeurs données de la fonction n cor- 
respondantes à des valeurs déterminées de x, une valeur quel- 
conque intermédiaire entre celles-ci. On vérifie , d'ailleurs, 
qu’en sdppo9ant les Valeurs x 0 , x, , x, , x, , etc., croissant en 
progression arithmétique, cette dernière formule revient à la 
précédente. 

559. Un des principaux usages des méthodes d’interpola- 
tion consiste à établir des formules qui, étant déduites d’un 
certain nombre de résultats d'observation ou d’expérience, 
sont regardées comme exprimant, d’une manière approchée; 
la loi d’un phénomène, thj doit remarquer que l’Hsage des 
formules de ce genre ne doit pas en général être étendu au 
-delà des limites des résultats qui ont été obtenus. Si l’on re- 
garde les nombres donnés par l’observation comme étant- 
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tout à fait exacts, et si les formules cherchées doivent y sa- 
tisfaire , on peut employer les procédés qui viennent d’être 
exposés. On peut aussi tâcher de satisfaire à ces nombres par 
d’autres expressions plus appropriées à la nature du phéno- 
mène. Mais le plus souvent les résultats numériques sont 
affectés d’erreurs, et il ne conviendrait pas de s’attacher à 
construire des formules qui s’accordassent exactement avec 
tous. On cherche alors à remplacer d'abord ces résultats par 
une suite régulière . ce qui peut se foire soit au moyen d’une 
construction graphique , soit en altérant les nombres de ma- 
nière à rendre progressive la marche de leurs différences de 
divers ordres. Une semblable altéralion est toujoùrs plus ou 
moins arbitraire, et devrait être dirigée d’après des principes 
qui dépendent de la théorie des probabilités. • 

Approximation des quadratures. 

560. Les calculs numériques qu’il est nécessaire d’effec- 
tuer pour les rectifications, les quadratures, les cubatures, 
la détermination des centres de gravité, celle des centres 
d'inertie, etc., peuvent toujours être réduits à évaluer des 
iritégrales définies telles que 

/!>“• 

u désignant une fonction de x, et a, b les limites de l’intégrale. 
Lorsque cette évaluation ne peut être effectuée directement, 
on emploie divers procédés d’approximation dont les plus 
remarquables consistent à déduire la valeur de l’intégrale de 
la seule connaissance d'un certain nombre de valeurs de la 
fonction»», • . . ■ . . - 
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Supposons toujours que la variable x varie par la diffé- 
rence constante Ax, et reprenons l’expression de u, du n° 554 , 

+£(£-*) 

D’après la notion sur laquelle sont fondés les procédés 
de l’interpolation, nous regardons cette formule comme 
pouvant représenter les valeurs de la fonction u, non- 
seulement quand on y donne à x les valeurs 0, Ax, 2Ax, 
3Ax, etc. , mais pour une valeur quelconque de cette va» 
riable. En multipliant donc par dx, et intégrant entre les 
limites a et 6 , nous obtiendrons la valeur de l’intégrale pro- 
posée. 

L’expression précédente revient à 



u, = M o + 25 



K/ AxJ 1.2 



+ [(: 

+ [(a)'- 3 (^)' +2 B]S3 

+[C£M£)‘ + -(£) , -“(' v 



X 

A x) 



I SA *1 

+ AxJ 1.2.3. A. 5 



+ 



+«(£) , -“ânan 



2* ASSÉt. 



17 
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Multipliant par dx, et intégrant depuis x — 0 jusqu’à x—àjc, 
il viendra 

fT dxu= HS+ 2 A “«~ h h Pu »- m 

* , 3 863 "1 

+ Ï 6 Ô iU »- 60 / 1 8 l iU » + etC J 

pour l’expression de la valeur do la première partie de l'in- 
tégrale proposée comprise entre les limites 0 et Ar. La même 
formule donnera les expressions des parties suivantes de 
-cette intégrale en écrivant u,,u, etc., à la place de u. 
l)’où l’on conclut évidemment 

«# + «i + «, + «*- 1 

l 

+ .) (^“o + Au, + Au» + + 

— ^(i*a 0 + A8 “i + ^ ! «t+ + A *“— i) ’ 

+ 4 (*X+ A»«, + A 3 v, + + 4V.) 

— etc. 

et en remarquant que 

Au 0 + A#, + Au, + + Au„_, = u „ — u 0 , 

A*u,+ A*U| + A ? u,+ + A*ti„_ l = Au, — Av 0 t ' 

AX + A s u, + A 3 u,-f + A^Um—, = A’u, A*u 0 , 

etc., 

on changera l’expression précédente en 



r- 



dx . u — Aj 
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1 i 

2 «0 + *, +.«*» + X, + + M_, + 2 M». 

^ I - f2 (*“' - A “o) + 4 (AS “'^ A! “* ) ~ 720 (A5 “- - 

3 .u ... N 863 , 

+ Î6Ô ' A “ A “ o) “ 6ÔÏ8Ô ;A ~ i Uu) + etC ' 



Au moyen de cette formule on peut calculer la valeur de 
l’intégrale fdx.u, entre dos limites données, en partageant 
l’intervalle de ces limites en un nombre n de parties égales 

chacune à Ax , et déterminant les valeurs u„ , u t , u, 

u n de la faction u, qui répondent aux points de division. 
(Jne première valeur approchée est donnée par le premier 
terme seul 

^ 2 u» + “i + u, 4- «j + 4- u»-i + ^ 

Les termes suivants sont la correction de cotte valeur. Le 
résultat sera d’autant plus exact, que le nombre « étant plus 
grand , les différences qui composent les termes de correc- 
tion sont plus petites. 

561. La formule précédente ne pourrait être utilement 
employée qu’autant que les différences des ordres succes- 
sifs décroîtraient très- rapidement. Un peut en obtenir une 
autre qui donnera une approximation plus prompte. Re- 
prenons l’expression de u • du numéro précédent, et après 
avoir multiplié par dx, intégrons depuis ,r = rt jusqu’à 
a;=2Aar. il viendra 
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i 2Xe r il 

J (lx . u — Axl 2a 0 + 2Ai/ 0 + g A’h,— — A*m # 

-] 



1 37 

+ 9Ô AH< » + 378Ô Aett » + etC ' 



ou, en faisant attention que, Ah 0 = m, — u 0 , A*w 0 =:w,— 

Su. + w», 




1 û , 1 

3« # + -tt 1 +3«, 






pour l’expression d’une première partie de l’intégrale com- 
prise entre les limites 0 et 2ijr. En ajoutant les expressions 
analogues pour les parties suivantes comprises entre 2Ar 
et 4Ax, 4 Ae et 6Ar, etc. , on aura donc, n étant un nombre 
pair. 



Al 

T 



dx.u = 

u t + Au, 4- 2u,+ i« # +2u 4 +âu,+ +2 u*_j+ûu^ h +u„' 

— ^ (A‘u 0 + A‘u, + A *u k + + A‘u^ + A‘«_ t + A ‘u.-J 

+ ^ (A s u 0 4- A 5 u f + A ! u, + ....+ A*u_, + A l u„_ t + A'it_,) 

— ( i '“«+A'u,+i , u l + + A«u._, + A«u„_ 4 +A e u„_ 1 ) 

+ etc. 




La première ligne est le résultat que l’on obtient en con- 
cevant dans l’intervalle compris entre 0 et 2Ax , la courbe 
dont l’ordonnée est u, remplacée par un arc de parabole 
passant par les extrémités des trois ordonnées u # ,u,,u,; 
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et de même pour les autres intervalles. Les termes suivants 
sont la correction de cette même première valeur, qui est 
déjà très-approchée. 

On peut remarquer que l’usage des formules précédentes 
exige la connaissance des valeurs etc. , 

de la fonction u , qui sont placées au delà des limites de 
l’intégrale définie. Si la fonction u est donnée dans toute 
son étendue , cette circonstance n’entraîne aucune difficulté. 
Mais il n’en serait pas de même si , comme cela arrive quel- 
quefois, cette fonction n’était donnée que dans les limites 
de l’intégrale définie. Nous observerons à cet égard que 
l’esprit des méthodes d’interpolation consiste alors à regar- 
der la fonction proposée comme entièrement définie par les 

valeurs particulières u 0 ,u,,u,, u n . La différence de 

l’ordre le plus élevé que l’on puisse calculer au moyen de 
ces valeurs, est A n u 0 . On doit donc supposer cette différence 
constante, et déterminer en conséquence les termes qui en- 
trent dans les formules dont il s’agit. 

XLII. LIGNES DE NIVEAU ET DE PLUS GRANDE PENTE 
SCR CNE SURFACE. 

562. Nous concevons les points d’une surface rapportés 
à trois coordonnées rectangulaires x , y , s. Les abscisses r, 1 / 
sont horizontales; l’ordonnée : est verticale. La figure de la 
surface est donnée par l’équation 

z — f(x, y). 

Admettons que les abscisses x,y reçoivent chacune des 
accroissements infiniment petits dx , dy ; l’ordonnée z pren- 
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dra également un accroissement infiniment petit, reprè 
senté par 

, dz . dz , 
dz = ~r dx +• j- dy , 
dx dy 9 



~ et ^ étant respectivement les coefficients différentiels' de 

la fonction f[x,y), pris par rapport à « et à y. La valeur 
de dz dépend du rapport que l’on a établi entre les varia- 
tions arbitraires dx et dy. Si ce rapport est tel que dz = 0 , 
c’est-à-dire si l’on a 



dz . dz , 

^dx + ^dy^o, 



d’où 



dy 

dx 



dz 

dx 

dz' 

dy 



on passera d’un point à un autre de la surface sans que 
l’ordonnée change de valeur. L’équation précédente est 
donc l’équation différentielle de la projection sur le plan 
des xy de la ligne de niveau, [Vissant par le point de la sur- 
face, dont les coordonnées sont représentées par x,y,z. 

On obtient l’équation en tenues finis de cette projection 
en attribuant à s, dans l’équation z = f(x,y), une valeur 
constante égale à l’ordonnée du point par lequel on veut 
faire passer la ligne de niveau. 

Î463. En passant du point de la surface , dont les coor- 
données sont x,y,z, au point dont les coordonnées sont 
x -|- dx,y -{- dy,z-\- dz, on parcourt , dans le plan horizontal 

des xy, un espace dxy/ 1 -j- (^j£j > nl on s’élève vertica- 
lement de l’espace dz. La pente de la ligne parcourue sur la 
surface, c’est-à-dire la différence de niveau de ses deux 
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points extrêmes, divisée par sa projection horizontale , est 
donc exprimée par 






ou 



dz ; dz dy 
dx ' dy dx 

\RI y 



La grandeur de cette pente variera avec le rapport arbi- 
traire Si l’on veut connaître la direction de la plus 
dx 

grande pente , on égalera à zéro la différentielle de l’ex- 

dy 

pression précédente, prise par rapport à — , ce qui don- 
nera 



dz dz dy_ 

dy dy dx~ ' 



d'où 



dz 

dy _ dy 
dx iz 
dx 



pour l'équation différentielle de la projection horizontale de 
la ligne de pim grande /tente. On voit que, pour un point 
quelconque de la surface, les projections horizontales des 
lignes de niveau et de plus grande pente qui se croisent en 
ce point , et par conséquent ces lignes elie-mômes , sont tou- 
jours perpendiculaires l’une sur l'autre, résultat dont il est 
aisé de s’assurer directement. 

B64. La considération des lignes de niveau et de plus 
grande pente s’applique à la représentation graphique de 
la surface de la terre , au tracé des routes et à la con- 
duite des eaux. On reconnaît que cette surface présente 
des pentes alternatives en sens opposés, sur lesquelles se 
trouvent des systèmes de lignes de plus grande pente, 
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séparés par des lignes de moindre pente, désignées par 
les noms de faites et de thalwegs, qui sont autant d’a- 
symptotes des lignes de plus grande pente ordinaires. 
Quand on parcourt une même ligne de niveau, les points 
où elle est coupée pur les lignes de faites ou de thalwegs 
sont toujours ceux où la pente est un minimum. U existe 
des points remarquables où les lignes de faites et de thal- 
wegs se croisent à angles droits, et dans lesquels la 
hauteur verticale de la surface est un maximum ou un 
minimum absolu ou relatif. Les derniers de ces points in- 
diquent les lieux où l’on doit diriger le tracé des routes ou 
des canaux lorsqu’il s'agit de franchir une chaîne de mon- 
tagnes. 

XLIII. DK LA COURBURE DES SURFACES. .. 

5(55. La courbure d’une courbe est définie quand on dé- 
termine le rayon du cercle osculateur, c’est-à-dire du cercle 
qui a un contact du second ordre avec cette courbe. La cour- 
bure d’une surface est également définie en assignant le 
rayon du cercle osculateur de toutes les sections normales 
qui peuvent être faites en un point donné. 

Si , suivant la normale en un point quelconque m d’une 
surface, on fait passer un plan, on obtiendra une courbe 
qui sera une section normale de la surface. Prenons sur la 
normale , à partir du point m , une distance infiniment pe- 
tite 2; puis, par le point ainsi déterminé, menons un plan 
perpendiculaire à la normale; nous obtiendrons une courbe 
que nous désignerons, avec M. Ch. Dupin, par le nom 
A’ indicatrice , parce que la nature de cette courbe fait con- 
naître, comme on le verra tout à l’heure, la figure de la 
surface près du point m. Si d’ailleurs nous représentons par s 
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l’arc infiniment petit compris entre le point m et le point où 
la section normale rencontre l'indicatrice, et si nous appe- 
lons p le rayon de courbure de cette section normale, nous 
aurons 



; = P arc. cos. ^1 — P y^ , 



et par conséquent 




(«) 



Ainsi les rayons de courbure de diverses sections normales 
sont proportionnels aux carrés des arcs a de ces sections, 
comptés du point m jusqu’à la rencontre de l’indicatrice, 
ou, si l’on veut, aux carrés des demi-diamètres de l’indica- 
trice, qui ne diffèrent des arcs qui leur correspondent, que 
d’une quantité infiniment petite du second ordre. 



566. Cela posé, la situation du point m étant rappor- 
tée à trois axes rectangulaires par les coordonnées x,y,z, 
soit 

S = f(*, y) 

l’équation de la surface proposée. Représentons par 
y -j- 6, js t les coordonnées du point de rencontre de la 
section normale et de l’indicatrice; en sorte que les quanti- 
tés a et 6 étant très-petites, on pourra négliger, dans la théo- 
rie actuelle, leurs puissances et leurs produits au delà du 
secoud ordre, par rapport aux puissances et aux produits d’un 
ordre inférieur. On aura, d’après la formule du n° 138, 



_dz .dz \ ( d‘z d*z tPz „ \ 

T ~dï a + dj; 6 + 2Uà** +2 da% ,6+ rfÿ* 6 )' 
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expression que nous écrirons plus simplement 



T = P* + fi 4- ^ ( ra * + 2s«5 + t6*) , 



. (à) 



en représentant pour abréger par p et q les coetlicients 

différentiels du premier ordre ^ et et par r.s, t les 

tir dy 



coetlicients différentiels du second ordre 



à't d'z d*s 



dx*’ dxdy' dy 
tin peut regarder a, fi, 7 comme des coordonnées comptées 
à partir du point m sur des axes parallèles aux axes des x , 
des y et des s. L’équation (6) , dans une étendue très-petite 
autour de ce point, doit être regardée comme appartenant à 
la surface proposée. 

De plus, l’équation du plan tangent mené par le point m 
à cette surface sera, d'après le n° 217, 



7 = pa + <}6. 



(C) 



On en conclut que le plan de l’indicatrice , mené parallèle- 
ment au plan tangent à la distance o, mesurée suivant la 

normale, ou à la distance o + 1, mesurée suivant 

l’axe des z, aura pour équation 

7 — 9* + 1 = p« + </€. ...(</} 

Enfin , si l’on élimine 7 entre les équations (6) et ( d ] , le 
résultat de cette élimination, qui est 

23 v p* + q* -|- i = »•** 4- 2 j 26 4- 16* . . (c) 

sera évidemment l’équation de la projection de l'indicatrice 



Digitized by Google 



— *67 — 



sur le plan des a, 6 . On voit que la distance o est infiniment 
petite du second ordre lorsque les quantités « et 6 sont infi- 
niment petites du premier ordre. 

567. Nous avons d’ailleurs 

**— ** + 6 , + T*» • ' »...(/■) 

ou, en mettant pour 7 sa valeur donnée par l’équation [h), 
et ne conservant que les quantités du second ordre par rap- 
port à a et 6 , 



î* =: (1 + p’ia* + 2pqxS + (1 + </’}£*. 



Ainsi l’expression (a) du rayon de courbure devient , en met- 
tant pour a* cette valeur, et pour 2 ? la valeur qui se déduit 
de l’équation (e) , 



. , - .a . ■ .i - r-d + P*)*' + 2 W* 6 + d + <l'P 
-VP +q + 1 . , , 2 „ ç , . 6 , • 



Cette .formule donnera le rayon de courbure d’une section 

8 

normale quelconque lorsqu’on aura fixé le rapport -, c’est- 

3 

à-dire la projection sur le plan des xy de la tangente menée 
au point m à cette section normale. 



568. D’une section normale à une autre, le rayon de 
courbure varie proportionnellement aux carrés des demi- 
diamètres de l'indicatrice. Cette ligne, dont la projection 
sur le plan des xy est donnée par l'équation (e) du second 
degré, est toujours disposée symétriquement par rapport 
au point m, et les valeurs maxima et minima du rayon 
de courbure correspondront évidemment à ses diamètres 
rectangulaires. Pour les déterminer de la manière la plus 
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simple , on remarquera qu’en différentiant les équations (rfi 
et (e) auxquelles les coordonnées des points de l’indicatrice 
doivent toujours satisfaire , on a 

df = pda + qdZ , 

0 = (ra 4- sS)da + (j« 4- f6)d6. 

De plus si p , et par conséquent a, doivent être un maximum 
ou un minimum, on a par l’équation ( f] 

0 = ada + ZdZ 4- qdf ; 



ou , à cause de la valeur précédente de dq , 

0 = (a 4- Pr)da + (6 4- <rr)d6. 

Donc 



a + P T _ 64- <n _ «fa + PT) + 6(6 4- yr) 
ra + s6 ia 4- <6 a(ra 4- 46) 4- 6(ja 4- f6) ' 



Or, la dernière de ces trois quantités est précisément le 
second facteur de l’expression (g) du rayon de courbure p. 
Donc , si l’on représente par R la valeur maximum ou mini- 
mum de ce rayon, et si l’on fait pour abréger 



on pourra écrire 



Z = 



R 

vV + <?’ + ! ’ 



ou bien 



7 _ « + PT 
ra 4- s6 



et 



= 6 + <nr 

ia 4- f6 ’ 



Z(ra 4- 56) =r (1 4- p*) a 4- p</6 1 
Z(ia 4- /6) = pqx 4- (1 4- q ') 6 | 



w 
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Nous en déduirons d'abord en éliminant Z , 

— [(l + p’jj— [1 +q')r—[ 1 +p‘)/)a6+ [(1 +q')s—pqt]P=0 , 

g 

équation qui donne le rapport -, dont la valeur peut être 

8 

mise sous la forme 

6 _ (j+q')r-(l+p')t 

« 2[(l+q*)s— pqt] 

J[(l+q')r—îpqs+(l+q t )ty—ti(p'+q , + l)(rl—s') 

2[(1 +<fti -p<7<] » w 

ainsi qu’il est aisé de le vérifier. 

Nous déduirons en second lieu des équations (h) , par l’éli- 
mination de a et 6, 

(rt — j*)Z' — [(1 + q')r— ipqs + (1 + p*)t]Z + p* + <f + 1 = 0 ; 
d’où, en se rappelant que R = Zv / p‘ + 9’ + 1 , 

R = y 2 P * r ^^ 1 { (i+q*)r—ipqt + (1 +p*)t 

± V U1 +<?*;»•— 2 pqs+ (l+p'y)'— 4(p* +9* +l)(r<— s ') } 

Les deux valeurs données par la formule (1) représentent 
les tangentes trigonométriques des angles formés avec l’axe 
des x par les projections sur le plan des xy des axes rec- 
tangulaires de l’indicatrice; ou des lignes d’intersection 
du plan tangent à la surface avec les plans normaux qui 
contiennent le plus grand et le plus petit rayon de courbure. 
Les deux valeurs données par la formule [k) appartiennent 
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à ces rayons mêmes, qui sont appelés généralement rayon* 
de courbure principaux. 

Nous remarquerons que les formules (t) et (k) donnent tou- 
jours des valeurs réelles; car on a identiquement 

(1+P*)* j 1(1 + q')r — 2pqs + — 4(p* + l)(rt *) J = 

{ (l+p^lfl+p’)/— (l+q’)r)+2pq\pqr— (l+p*)j] { * 
+tl(jP+q , +l) lP<?» — (l + p*)s]’. 

V 

509. La valeur du rayon de courbure d’une section nor- 
male quelconque s’exprime très-simplement en fonction des 
deux rayons de courbure principaux. Concevons en effet les 
positions des plans coordonnés, changées de manière que le 
plan des çcy devienne parallèle au plan tangent mené à la 
surface proposée au point m. On aura donc pour ce point 
p = 0, q = 0, et l’équation ( e ), appartenant à l’indicatriee, 
se réduira à 

28 = m* + 2.»aS + lr?. 

Si de plus les axes des x ut des y étaient placés de manière à 
coïncider avec les axes rectangulaires, de l’indicatrice, on 
voit par cette équation que l’on auiait s = 0. Ainsi, on fai- 
sant p = 0, <7 = 0 et s = 0, on exprime les conditions né- 
cessaires pour que les plans des xz et des yz coïncident avec 
les plans des sections normales auxquelles appartiennent les 
deux rayons de courbure principaux. Dans ce cas, l’expres- 
sion {g) du rayon de courbure d'une section normale quel- 
conque, se réduit à 

a 5 + 6* 

P— ra* + l6* : 

et en représentant par f l’angle formé par le plan de cette 
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section normale avec les plans des xz , elle prendra la forme 

t 

p — rcosAp + / sin.’ç ' 

Nous remarquerons d’abord que cette expression donne 



et que si l’on appelait p, le rayon de courbure appartenant à 
la section normale , dont le plan est perpendiculaire à celui 
de la section à laquelle appartient le rayon p , on aurait 



Donc 



— =rsin. ! ? 4- fcos.**. 

Fi 



1 1 

-+- = >• -f- t , 

P Pi 



équation très-remarquable , d’où l’on conclut que la somme 
des inverses des rayons de courbure appartenant à deux sec- 
tions normales quelconques rectangulaires est constante. 
Ainsi l’on a toujours 




K et H, représentant les rayons de courbure principaux. 

D’ailleurs, l’équation qui adonné, dans le n“ .">68, l’ex- 
pression (A) des rayons de courbure principaux, indique que 
l’on a en général 



K 4- fo =vp ! 4 -</* + ! 



(1 4- (l r >r—‘ïpqs 4- (t + p î )t 



rt ■ 



(P» 4- g a + t)» . 
1 rl — s‘ ' 
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et par conséquent 



R + R. l 

RR, R 



R, 



(1 + q*)r — 2 pqs + (1 4 - 
<p* + <?* + !)* 



570. Si maintenant on fait successivement 9 = 0 et 9 = 5 

2 

i 

dans l'expression p = ; — , du numéro précé- 

r rcos.^-j-tsin.’^ 

dent , elle donnera 




pour les valeurs des rayons de courbure principaux apparte- 
nant respectivement aux sections normales qui coïncident 
avec les plans des xz et des y z. D’où il suit que l’expression 
de p , du n° 568, peut être remplacée par la suivante : 

p— R, cos.’? + Rsin.V ° U p — R + R, — (R — R,) cos. *9' 

On connaît ainsi la valeur du rayon de courbure d’une sec- 
tion normale quelconque en fonction des deux rayons de 
courbure principaux , et de l’angle » formé par cette section 
normale avec celle qui contient le rayon R. 

Il résulte de ce qui précède que deux surfaces qui se tou- 
chent en un point donné , si elles ont les mêmes rayons de 
courbure principaux , ont en ce point dans tous les sens un 
contact du second ordre, c’est-à-dire que toutes les sections 
normales faites dans ces deux surfaces ont respectivement 
des rayons de courbure égaux. On voit aussi que, dans une 
étendue infiniment petite autour d’un point quelconque m 
d’une surface, on peut concevoir cette surface comme pou- 
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vant être décrite de deux manières par la révolntion d'un 
arc de cercle, savoir: t° par la révolution du plus grand 
cercle osculateur tournant autour d’un axe tracé dans son 
plan perpendiculairement à la normale, et passant par le 
centre du plus petit cercle osculateur; 2* par la révolution du 
plus petit cercle osculateur tournant autour d’un axe tracé 
dans son pian perpendiculairement à la normale , et passant 
par le centre du plus grand cercle osculateur. En effet, les 
deux surfaces ainsi décrites ont évidemment les deux mêmes 
rayons de courbure principaux que la surface proposée. 

571 . Considérons maintenant (tlg. 55) une section bile 
obliquement dans la surface par un plan mené par la tan- 
gente mh de la section normale nmri, à laquelle appartient 
le rayon de courbure p. Soit omo l'intersection de ce plan 
oblique avec la surface, et oo' l’intersection de ce même plan 
avec le plan de l’indicatrice. Désignons par w l’angle formé 
par la normale mf avec la perpendiculaire tng , menée dans 
le plan oblique à la tangente mh. Si l’on demande la valeur 
du rayon de courbure de la section oblique omo', on remar- 
quera que la différence des lignes nf et oij, ou celle des arcs 
mn et mo , est du même ordre que la distance mf, c’est-à- 
dire infiniment petite par rapport à ces arcs eux-mêmes. On 
peut donc prendre mn pour la longueur de l’arc mo. Ainsi le 
rayon de courbure de la section oblique omo' étant, d’après le 
n" 365, 

mo ! 

. 2 tng' 

on peut écrire, au lieu de cette expression, 

mn 66| cossw 

.. ^ - pcos.-) _ R|C0S + Rsin.y 

" cos.». 

v anxiîk. • , ■ is 



— <m — 



Cette formule donne, d’une manière très-simple, le rayon 
de courbure d'une section oblique quelconque, faite dans 
une surface, en fonction des deux rayons de courbure 
principaux; de l’angle <p formé par la tangente de la section 
oblique avec le plan de la section qui contient le rayon p ; 
et de l'angle u> compris entre le plan de la section oblique et 
< la normale à la surface. 

t , ‘ • * 

Des lignes de courbure. 

572. Les sections normales correspondantes aux axes 
rectangulaires de l’indicatrice , auxquelles appartiennent les 
rayons de courbure principaux, présentent une propriété 
très-remarquable. Soit (tig. 56) non l’indicatrice , m le centre 
de cette courbe, et nn la trace d’une section normale quel- 
conque. Si l’on voulait mener par le point n une normale 
à la surface, cette ligne devrait être perpendiculaire en 
même temps à la section normale projetée en nn f et à la 
tangente ni menée à l'indicatrice au point n. La projection 
de cette normale sur le plan de l’indicatrice serait donc la 
ligne nk perpendiculaire à ni , et par conséquent la normale 
dont il s'agit ne rencontrera pas eu général la normale à 
la surface menée par le point m. Mais les deux normales 
se rencontreront si la trace nn coïncide avec l’un ou l’autre 
des axes rectangulaires NN , N'N’ , de l’indicatrice. Ainsi , 
en chaque point d’une surface, les sections normales aux- 
quelles appartiennent les rayons de courbure principaux 
. se distinguent de toutes les autres par une propriété carac- 

téristique , qui consiste en ce que la normale à la surface , 
pour le point dont il s’agit, rencontre la normale pour un 
point inliniment voisin , pris sur l’une ou sur l’autre de ces 
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deux sections. Le point de rencontre de ces deux normales 
est évidemment le centre de courbure de la section. 

L’existence de cette propriété peut être vérifiée immédiar 
tenient de la manière suivante. Considérons la normale 
menée à la surface au point m, et soient x', y', z les coor- 
données d’un point quelconque de cette ligne. Ses équations 
seront, d’après le n° 217 , 

X — x' + p(z — z!) r= 0 , 

y — y' 4- <?(2 — z 1 ) = 0 ; 

et si on les différenlie par rapport à x, y, z . en y regardant 
x', y 1 , *', comme des constantes , les équations obtenues de 
cette manière appartiendront à l’intersection de cette droite 
avec une droite infiniment voisine qui satisfera aux deux con- 
ditions d'être aussi normale à la surface , et d’avoir avec la 
première normale un point commun. Cette différentiation 
donne 

(Le + <lp(z — z 1 ) + pdz = 0 , 
dt/ 4- dq[z — z') + qdz = 0 ; 

ou, en faisant attention que dz=pdx -\-qdy , dp=rdx sdy , 
dq = sdx-\-tdy , 

(1 + p x ]dx + pqdy 4 - triLr 4 - stiy){z-,z , } = 0 , 
pqdx 4- (1 4- q'jdy 4 - («Le 4- tdy) ( z — z') — 0. 

F.n éliminant maintenant* — «'entre ces deux dernières 
équations , ce qui donne 

[(14-(/*>— +[(! + </*)»•— + — K 1 +P^—f>r]=0, 

on obtient une équation à laquelle doit satisfaire la valeur de 
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^ appartenant à la projection horizontale de la courbe sui- 
dx 



vant laquelle il faut se déplacer sur cette surface pour sa- 
tisfaire à la condition que deux normales infiniment voisines 
soient comprises dans un même plan. Or cette équation 
est précisément celle qui donne les deux valeurs du rapport 
6 

- auxquelles correspondent les rayons de courbure princi- 



paux. On reconnaît d'ailleurs immédiatement que les deux 
du 

valeurs de — données par cette équation appartiennent res- 
pectivement à deux lignes qui se coupent à angle droit, 
loisqu on suppose, comme dans le n” r>t>9, la position des 
plans coordonnés changée de manière que le plan des ry 
devienne parallèle au plan qui touche la surface au point 
m. On a alors p = ü,ÿ=0, et l’équation précédente se ré- 
duit à 




les deux racines donneraient donc les tangentes trigonomé- 
triques de deux angles suppléments l'un de l’autre, c’est-à- 
dire que les directions des courbes auxquelles elles appar- 
tiendraient seraient perpendiculaires entre elles. 

du , 

Si l’on élimine maintenant ~ entre les deux équations qui 
ont été trouvées ci-dessus, on aura 

(«— a*)( 2 — a’) 1 + 1(1 + q')r~2pqs+(l + p*)<] (e— 20+ i +p*-f q*=0. 

Cette équation, réunie aux deux équations de la normale, 
donnera les coordonnées x',y\e' du point de rencontre des 
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deux normales consécutives , c’est-à-dire du centre de cour- 
bure. Comme elle est du second degré, chacune de ces coor- 
données aura en général deux valeurs , en sorte qu’il y aura 
sur la môme normale deux centres de courbure appartenant 
respectivement aux sections rectangulaires déterminées par 
l’équation précédente. Quant à la grandeur du rayou de 
courbure, si on la désigne comme ci-dessus par R, on a 
évidemment 



+p* + <?’ " • <■ 

L’équation que l’on vient d’obtenir s’accorde donc avec 
celle qui a été trouvée n° 568, et dont on a déduit l’ex- 
pression ( k ) des rayons de courbure principaux de la 
surface. 

573. On voit, par ce qui précède, qu’après s’ôtre placé 
en un point quelconque d’une surface donnée , on peut 
passer de ce point à un point voisin suivant deux directions 
qui forment entre elles un angle droit, avec la condition 
que lés normales menées à la surface par les deux points 
seront comprises dans le même plan et se rencontreront. 
Après s’ôtre ainsi transporté dans un second point on peut 
passer à un troisième, puis à un quatrième, et ainsi de 
suite, en s’assujettissant toujours à la môme condition. »*n 
tracera de cette manière sur la surface une ligne continue , 
que l’on a nommée ligne de courbure , et dont la considé- 
ration est importante. II existe ainsi, pour chaque point 
d’une surface, deux lignes de courbure, qui se coupent à 
angle droit dans ce point. En concevant toutes ces lignes 
tracées sur la surface , on voit qu’elles la divisent en deux 
systèmes de zones , dont le croisement forme des figures 
rectangulaires. Les deux lignes de courbure qui se coupent 



Digitized by Google 



— ‘278 - 



en chaque point, correspondent aux sections normales de 
plus grande et de plus petite courbure, c’est-à-dire aux 
sections normales princijxiles. 

L’équation 

[(l+q'-js~pcit\ + 1(1 +4j*)r— ( 1 1(1 +P 5 )*— p<?r)=0 



qui a été obtenue précédemment, est lequation différen- 
tielle de la projection des lignes de courbure sur le plan des 

xij. Comme elle est du second degré par rapport à son 



intégrale contiendra une constante arbitraire élevée au quarré ; 
et si l’on veut déterminer cette constante de manière à faire 
passer la ligne de coubure par un point donné de la sur- 
face, on trouvera deux valeurs qui appartiendront respecti- 
vement aux lignes de courbure de chaque système. 

En éliminant r et t au moyen des relations dp=rdx-\-sdy , 
dq=sdx-\-tdy , et en se rappelant que dz=pdx-\-qdy , cette 

équation prend la forme 

1 . .• . • 

(ipdy + qdz) —,dq[dx 4 - pdt) 



qui dqit être remarquée. 

574. L’examen des diverses figures que peut affecter la 
courbe appelée indicatrice est très-propre à faire juger des 
modifications que présente la courbure des surfaces. L’é- 
quation (6) du n° 366, dans laquelle on n’a conservé que 
les termes du second ordre en a et 6, 

T = p* + <?6 + * (r** 4- Isa S -g f€ ! j , 
appartient à une surface du second degré; d’où l’on conclut 
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qu'une telle surface peut en général avoir dans toutes les 
directions autour d’un point quelconque une osculation 
du second ordre avec la surface proposée. La surface pro- 
posée et la surface du second degré osculatrice doivent être 
regardées comme se confondant l’une avec l’autre dans 
une étendue infiniment petite autour du point m. et l’in- 
dicatrice comme appartenant à l’une et à l’autre. L'équa- 
tion (e) de la projection de l’indicatrice sur Un plan paral- 
lèle au plan des xy a été donnée n“ 566 : nous l’écrirons 
simplement 

D = ra» + 2ix6 + ti * , * ’• 

en faisant pour abréger D = 2î v p 1 + ?'+*; cette équation 
résolue par rapport à 6 donne 

„ — i* ± \jHt — (rt — s*)x* 

•. ' t ■ ’ 

575. Si la fonction rt — s* èst positive, l’indicatrice est 
une ellipse, et la surface osculatrice du second degré est 
un ellipsoïde. Tous les diamètres de l’ellipse étant réels, 
les quarrés de ces diamètres, auxquels les rayons de courbure 
des sections normales sont proportionnels, sont tous positifs. 
Toutes les sections normales ont leurs courbures tournées 
dans le môme sens. Le même résultat se conclut de l’expres- 
sion (k) du n° 568. 

576. Si la fonction rt—s' est négative, l’indicatrice est 
une hyperbole, et la surface osculatrice du second degré 
est un hyperboloïde. Les diamètres de l’indicatrice, ayant 
leurs quarrés positifs, tandis que les diamètres imaginaires 
ont leurs quarrés négatifs, les deux courbures princi- 
pales de la surface sont tournées en sens contraires ; et en 
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général , parmi les diverses sections normales , les unes ont 
leur courbure tournée dans un sens, les autres dans le sens 
opposé. Les asymptotes de l’hyperbole, dans la direction 
desquelles la courbure est nulle, séparent les sections nor- 
males qui ont respectivement leur courbure tournée dans un 
sens ou dans l’autre. 

On obtiendra la direction de ces asymptotes en égalant à 
zéro le dénominateur de l’expression (j) du n° 567 , ce qui 
donne 

r«* + 2s«6 + <6* = 0. 



Ainsi l'équation différentielle 



' + *î+ 



f dy\* 

Arfx) =0 ’ 



appartient à la projection sdr le plan des xy des courbes tra- 
cées sur la surface, proposée dans le sens desquelles la cour- 
bure est nulle, ou le rayon de courbure infini. 

L’équation différentielle 



dz = pdx + qdy 

appartient également au plan tangent à la surface au point 
m . et à la surface elle-même; on en déduit 

d *2 = dp dx + dq . dy , on d*z — vcLt* + 2 sdydx + !dy i 



Mais on a pour le plan tangent d i z = i) : donc en écrivant 
rdx 1 + isdydzc + tdy > — 0 , 

on établit entre dr et dy une relation qui appartient à la 
ligne d’intersection de la surface proposée et de son plan 
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taugent. Ainsi dans les surfaces du genre de celles dont il 
s’agit, c'est-à-dire lorsque les deux courbures principales 
sont dirigées en sens contraires , la surface est coupée par 
son plan tangent suivant deux lignes dont les directions 
coïncident avec les asymptotes de l’indicatrice. 

L’angle compris entre ces asymptotes peut faire juger du 
rapport des deux courbures. En effet, le rapport des deux 
axes de l’hyperbole étant exprimé par la tangente trigono- 
métrique de cet angle, le rapport des rayons de courbure 
principaux le sera par le carré de cette tangente trigonomé- 
trique. 

577. Si la fonction rt — * s a une valeur nulle , l’expression 
de S du n" 574 se réduit à 

V 

, — sa ± v'Dt 

O = - • ■ ■ — - « 

/ 



et représente le système de deux lignes droites, formant 
avec l’axe des x un angle dont la tangente trigonométrique 

est — *. L’indicatrice est donc formée ici de deux lignes 



droites parallèles, et la surface osculatrice du second degré 
est une surface cylindrique. Tous les diamètres de l’indica- 
trice étant réels, la surface a toutes ses courbures dirigées 
dans le même sens; mais la courbure est nulle dans le sens 
des lignes droites dont il s’agit. En effet, en supposant 
rt — »'* = 0 dans l’expression ( k ) du n" 568, qui donne les 
valeurs des rayons de courbure principaux, on voit que 
l’une des racines de cette équation est alors finie, l’autre 
infinie, et qu’elles sont de même signe. La propriété d’avoir 
un contact du second ordre avec une surface cylindrique, 
appartient aux surfaces appelées développables, et les 
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caractérise. L’équation aux différences partielles du second 
ordre 

rl — s* = 0 , 

qui exprime cette propriété, convient à toutes les surfaces 
de ce genre. 

578. Les deux valeurs de R données par l’expression [k) 
du n° 568 seront égales et de même signe si l’on a 

1(1 + q , )r ■ — 2p</s + (1 + p*)t]'— 4(1 + p* + q'){rt—s •) = 0. 

Cette dernière équation exprime donc la condition néces- 
saire pour que les deux rayons .de courbure principaux 
soient égaux entre eux et dirigés dans le même sens. L’ex- 
pression de p du n° 570 montre que dans ce cas les rayons 
de courbure de toutes les sections normales sont égaux 
entre eux. Les points d'une surface où cette circonstance 
se présente, et dans lesquels l’indicatrice est un cercle, 
sont ordinairement très-remarquables : on leur a donné 
le nom d’ombilics. Il importe d’observer que d’après la re- 
marque qui a été faite à la lin du n” 568, l'équation précé- 
dente ne peut pas subsister , à moins que l’on n’ait séparé- 
ment les deux équations 

(l + ?’>•— (l + p‘)t = a, 

(1-f p’> — p</r = 0, 

lesquelles entraînent la suivante 

• * (1 + q')s — p<it = 0. 

On peut se convaincre d’ailleurs que l’égalité des deux rayons 



Digitized by GoogI 



— 283 — 



de courbure principaux entraîne toujours l’existence de la 
double équation 

1 + P 8 _ pq l + 7* 
r ~ i ~ t * 



en remarquant que la formule du n° 570 prouvant que les 
rayons de courbure de toutes les sections normales sont 
alors égaux entre eux, il est nécessaire que le rapport 
6 

- disparaisse dans l’expression (g) du n° 507, ce qui ne 

Ct 

pourrait avoir lieu si cette double équation n’existait point. 
Cette double équation rendant identique l’équation du 

6 

, n” 568 dont dépend l’expression de -, ou (ce qui est la 

S 

même chose), l’équation sdu n° 572, dont dépend l’expres- 
sion de ^ qui convient aux directions des lignes de cour- 
doc 

r 

bure principales , on ne peut plus rien conclure relativement 
à ces directions. 11 existe des ombilics oii il ne passe qu’une 
seule ligne de courbure principale , d’autres où il en passe 
un nombre fini plus grand que deux, d’autres enfin où 
un nombre infini de lignes de courbure se. croisent dans 
toutes les directions. Les sommets ou pôles des surfaces 
de révolution sont dans ce dernier cas. La distinction des 
divers cas qui se présentent peut se déduire de l’équation 
même 

{(1 +q*)s— + K 1 +f’M‘ +p\l*]^— f(l +p')3—pqr]=0 



dont il s’agit, en la différentiant successivement par rap- 
port à x et y, ~ étant regardé comme constant. On ob- 
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tient ainsi des équations du troisième, du quatrième, etc., 
degré par rapport à ^ , qui donneront les valeurs propres 



à mettre eu évidence les véritables directions des lignes de 
courbure. . 

La surface sphérique est la seule pour tous les points de la- 
quelle on ait la relation 



1 +p* _ pq = l + g* 
r ~ s t 



579. Les deux valeurs de R données par la formule (k) du 
n° 508, seront égales et de signes contraires si l’on a 

(i + <?*>'— ^pg s + (t + p’K = o. 

* 

0 - 

Dans ce ras les deux courbures principales sont égales et 
dirigées en sens opposés. L’indicatrice est une hyperbole 
équilatère. Les sections normales, placées symétriquement 
par rapport aux axes ou aux asymptotes de cette hyperbole, 
présentent des courbures égales entre elles. Les lignes dans le 
sens desquelles la courbure est nulle, se croisent à angle 
droit comme les lignes de courbure principales. L’équation 
précédente ne diffère point d’ailleitrs de celle qui a été trouvée 
n° 517, [K) u r l’expression de la condition que l’aire de la sur- 
face comprise dans un contour quelconque soit un minimum. 
Ajnsi les surfaces qui satisfont à cette condition ont la pro- 
priété d’avoir dans tous leurs points leurs deux rayons de 
courbure principaux égaux et dirigés en sens contraires, pro- 
position digne de remarque. 
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De. la surface lien des centres de courbure. 



580. Ün point m étant pris sur une surface donnée, con- 
cevons les deux lignes de courbure qui se croisent en ce point, 
et le plan normal qui est dirigé dans le sens de l’une des 
lignes de courbure. Si l’on admet que ce plan se meut dans 
l’espace sans cesser d’ètre normal à la surface proposée , et 
tangent à la ligne de courbure dont il s’agit, l’espace qu’il 
décrira aura pour enveloppe une surface développable, 
coupant à angle droit la surface proposée. Cette surface 
développable sera le lieu de toutes les normales à la surface 
proposée, menées par la ligne de courbure, et ces normales 
en seront les caractéristiques. Les intersections des normales 
consécutives traceront sur la surface développable une de 
ces lignes remarquables que l’on a désignées sous le nom 
à’ arêtes de rebroussement. L’àréte de rebroussement sera le 
lieu des centres de courbure correspondants aux différents 
points de la ligne de courbure qui a servi de directrice au 
mouvement du plan normal. 

En concevant également le plan normal à la surface au 
point m, qui est dirigé dans le sens de la seconde ligne de 
courbure, et admettant de même que ce plan se meut sans 
cesser d’être normal à la surface et tangent à cette ligne, on 
obtiendra une autre surface développable qui sera le lieu des 
normales à la surface proposée, menées par les points de la 
seconde ligne de courbure, et dont l’arête de rebroussement 
sera le lieu des centres dé courbure correspondants à ces 
points. 

Ün peut se représenter construites dans l’espace toutes les 
surfaces développables appartenant au premier système de 
lignes de courbure de la surface proposée, et toutes les sur- 
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laces développables appartenant au second système de ces 
lignes de courbure. Les surfaces développables du premier 
système couperont partout à angle» droit celles du second. 
Les deux systèmes de surfaces dont il s'agit, partageront 
l’espace en parties rectangulaires d'une longueur infinie, dans 
le sens des normales à la surface proposée. La suite des arêtes 
de rebroussement des surfaces développables appartenant au 
premier système formera elle-même une autre surface, sur 
laquelle se trouveront tous les centres de l’une des courbures. 

La suite des arrêtes de rebroussement dps surfaces dévelop- 
pables appartenant au second système des lignes de cour- 
bure formera également une seconde surface, qui sera le lieu 
de tous les centres de l’autre courbure. Les surfaces lieu des 
centres de courbure sont, par rapport à la surface proposée, 
ce que la développée d’une courbe plane est, par rapport à 
cette courbe. 

581 . Les équations des surfaces dont on vient de parler 
peuvent être obtenues comme il suit, lteprenons les équations 
de la normale du n° 572 ; 

y — / + ?(* — *'j = 0;î 

et les suivantes 

. * » * ’ ... •' ■ \ 

I (*+fl 4 ;s— +[(l+'/*)r — (i+p')i]*j^ — [(i+P’î'S — P<1 r }—0, P) 

(rt— i»X^— *?+ 1(1 +</')r— 2p</s+(l +p')t)(s—z')+l+p t +<f'=0, (3) 

» 

qui en ont été déduites. L’équation (2) aux différences ordi- 
naires entre les variables x et y appartient aux projections sur 
le plan des xy des lignes de courbure de la surface proposée. 
Cette équation du premier ordre et du second degré par rap- 
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i* 



dy 

port au coefficient ■— étant intégrée, Son ihtégrale sera com- 
plétée par une constante arbitraire qui s’y trouvera élevée ail 
second degré. En déterminant donc celte constante de manière 
à faire passer une ligne de courbure par un point donné, on 
trouvera deux valeurs, correspondant respectivement aux 
deux lignes de courbure qui se croisent dans tous les points 
de la surface. Indiquons pour abréger par (2') l’intégrale 
générale de l’équation (i) dont il s’agit. Il est visible qu’en 
éliminant x t y, z entre l’équation de la surface proposée, les 
équations (1) et l’équation (2), l’équation restante en x', y , z', 
appartiendra aux surfaces développables normales qui coupent 
la surface suivant ses lignes de courbure. Elle donnera l’une 
quelconque de ces surfaces développables en y déterminant 
convenablement la constante arbitraire qui s’y trouve con- 
tenue. 

5K2. L’équation (3) est une équation primitive en x, y, z, 
et z'. Elle doit donner la valeur de z', appartenant au point 
d’intersection de deux, normales consécutives, c’est-à-dire au 
centre de courbure. En éliminant x, ;/, z entre l’équation de la 
surface proposée, les équations (1) et l’équation (3), on aura 
donc en x',y' et z' l’équation de la surface lieu des centres de 
courbure. Cette équation montera au second degré par rap- 
port à z. Si elle peut se décomposer en deux facteurs, on 
obtiendra, en les égalant séparément à zéro, les équations 
distinctes de deux surfaces qui contiendront respectivement 
les centres do l’une et de l’autre courbure de la surface pro- 
posée. Si cette décomposition n’a pas lieu, les rentres des 
deux courbures se trouveront placés sur deux nappes appar- 
tenant à une surface. Unique. * . 

Une normale quelconque à la surface proposée touche à la 
fois les deux nappes qui contiennent respectivement les centres 
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de l’une et de l’autre courbure, et si l’on mène par cette nor- 
male deux plans tangents à ces deux nappes, ces plans se 
couperont à angle droit. Donc les deux nappes de la sur- 
face lieu des centres de courbure sont tou j mirs telles, qu’étant 
regardées d’un point quelconque, leurs contours apparents 
paraissent se croiser à angles droits. Ainsi une surface quel- 
conque n’est pas propre à devenir le lieu des centres de cour- 
bure d’une autre surface ; on peut prendre arbitrairement le 
lien des centres de l une des courbures; mais la surface qui 
contiendrait les centres de l’autre courbure doit être telle 
que son contour apparent paraisse toujours couper celui de 
la première à angle droit. 

583. Lorsque la surface qui contient les centres de l’une 
des courbures coupe la surface qui contient les centres de 
l’autre courbure, les points d’intersection appartenant égale- 
ment à l’une et à l’autre courbure, répondent aux points de 
la surface proposée, pour lesquels les deux rayons de cour- 
bure principaux sont égaux entre eux, points qui sont déter- 
minés par l’équation • • 

l(i + q*)r — 2p«jw + (1 + — u(l + P'- + — .?*)= 0 , 

comme on l’a vu n" 578. Cette équation donne la projection 
sur le plan des xy de la ligne des courbures sphériques sur la 
surface proposée. 

384. Chacune des arêtes de rebroussement des surfaces 
développables normales, dont la réunion forme les deux 
nappes de la surface lieu des centres de courbure,est une ligne 
de plus courte distance sur cette dernière surface. En effet, 
le plan passant par deux normales consécutives, appartenant 
à l’une de ces surfaces développables normales, est en même 
temps le plan oscillateur de l’arête de rebroussement au 
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point d’intersection de ces deux normales, et perpendiculaire 
au même point à la nappe de la surface lieu des centres de 
courbure, sur laquelle cette arête de rebroussement est placée. 
Or le caractère de la ligne de plus courte distance sur une 
surface quelconque consiste en ce que le plan oscu'ateur de 
cette ligne soit en même temps normal à la surface. 

Concevons un fil dont une extrémité est fixée sur un point 
de la ligne d’intersection des deux nappes qui contiennent 
respectivement les centres de l'une et l’autre courbure. En 
tendant ce fil, et le faisant mouvoir de manière qu’il soit en 
partie plié sur cette intersection, et que la portion libre soit 
dirigée dans le sens de la tangente, l’extrémité opposée décrira 
la ligne des courbures sphériques sur la surface proposée. Si 
l’on fait ensuite mouvoir le même fil de manière qu’il soit en 
partie plié sur l’intersection des deux nappes dont on vient de 
parler, et en partie sur l’une ou sur l’autre de ces nappes, 
l’extrémité pourra se transporter dans tous les points de la 
surface proposée, qui peut ainsi être décrite de deux manières 
différentes par le mouvement d’un fil plié sur la surface lieu 
des centres de courbure, comme l’est une courbe par le mou- 
vement d’un fil plié sur sa développée. 



Exemple de la détermination des lignes de courbure 
et des rayons de courbure. 



585. Soit 




l’équation de la surface proposée. Cette surface est un para- 
boloïde dont l’axe des z est l’axe principal. Les sections faites 

2* ANNÉE. f 19 
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parallèlement au plan des xy sont des ellipses ayant leurs 
axes dirigés dans le sens des x et dans le sens des y. La lon- 
gueur des demi-axes de ces sections dans le sens des x est 
y'iai, et la longueur des demi-axes dans le sens des y est 
\/2 bz. Nous supposerons ici a> b. 

Nous aurons 




tPz 1 

<tr’ 1 «’ 





ci'- z _ _ 1 
dy'~*~ b' 



et ces valeurs étant substituées dans l’équation des lignes de 
courbure 



((l+«j*)*— pqt] + [( t + q')r—{ 1 + P’ J' I — I (1 + W r l = 0 

• V 

qui a été trouvée n* 572, il viendra 



Cette équation , eu posant pour abréger 

B = a[a — b ) , 



*-ï- 



s écrira 



Kxy 



CS’**'- 



A f/* + E) = ° ; . . . (m) 



elle appartient à la projection des lignes de courbure de la 
surface proposée sur le plan des cy. 



Digitized by Google 




— 291 — 



Pour l’intégrer, on ta diiférentiera d’abord, ce qui don- 
nera 



( 2AÆÿ S + ^- A ^ +B )g +[a (g)’+ i](x g-y)=0. 



puis on éliminera B entre cette équation du second ordre et 
l’équation (m). La constante A disparaîtra également du ré- 
sultat de l’élimination, et l’on trouvera 




Cette dernière équation étant multipliée par le facteur — 
devient 



xd y%~y'^ d x 



(iy 

'üx l 



V* 



= 0 , 



dont le premier membre est la différentielle exacte de 



x dx' 



On a donc, en intégrant une première fois. 



°u y dy^a.xdx-, 

et en intégrant une seconde fois 

y 1 = «* + 6 , 

a et 6 étant deux constantes. 

L’équation y 1 —ax* -f-6 est l'intégrale générale de l’équa- 
tion (m). Mais comme cette dernière n’est que du premier 
ordre , son intégrale ne doit contenir qu’une seule constante 
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arbitraire. L’une des constantes a, 6, est déterminée par la 
condition que l'équation y' = aux* 6 satisfasse à l’équa- 
tion (m). En substituant donc dans l’équation les valeurs 



y = ± y/oux’ + 6~, 

on trouve pour condition 



dy _± _?* 

<tr ^/ox» + 6 ’ 



d’où 



Aa6 — Bai + S = 0 , 



G = 



Bat 

A* + 1 * 



c’est-à-dire 



, abfa — 6)ot 

O , • 

aa -f 6 



L’équation sous forme finie des lignes de courbure est par 
conséquent 



ÿ* = ox* + 



ab(a — b'a 
aa. + b * 



(«) 



dans laquelle ot est la constante arbitraire. 

386. Si l’on veut déterminer la constante a de manière 
que l’équation (n) appartienne à une ligne de courbure, pas- 
sant par un point donné de la surface proposée dont les 
abscisses seraient x’ et y', on fera x — x!, y — y' dans 
cette équation, et on la résoudra par rapport à a, ce qui 
donnera 



en posant 

e = bx* — ay * +- ab{a — b). 

Ainsi l’on trouvera toujours, pour la constante a, deux va- 
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leurs réelles, l’une positive et l’autre négative; et ces valeurs 
étant substituées dans l’équation (n) donneront respective- 
ment les équations des projections des deux lignes de cour- 
bure qui se croisent dans le point auquel appartiennent les 
abscisses x' , y 

La valeur positive de a donnera, pour les projections du 
premier système des lignes de courbure, des hyperboles 
ayant leur axe réel dirigé dans le sens de l’axe des y, dont les 
équations seront 



y 1 = «x* 



ab'a — b)% 
aa + b 



La grandeur du demi-axe est P* us petite 

valeur que puisse prendre ce demi-axe est 0, ce qui répond 
aux cas où l’on supposerait x' très-grande et yj très-petite : 
les deux branches de l'hyperbole se confondent alors avec 
l’axe des x. La plus grande valeur' que puisse prendre ce 
demi-axe est y 'b(a — b), ce qui répond au cas où la valeur 
positive de a serait infinie, parce que l’on aurait supposé x' 
très-petite et y' très-grande. L’hyperbole s'écarterait alors 
très-peu de l’axe des y. Si l’on porte donc sur l’axe des y 
de part et d’autre de l’origine une distance égale à \jb(n — 6) , 
on aura deux points , au delà desquels les sommets des hy- 
perboles qui donnent le premier système des lignes de cour- 
bure ne pourront pas être placés. 

La valeur négative de <x donnera pour les projections du 
second système de courbure , des ellipses ayant leurs axes 
rectangulaires dirigés dans le sens de l’axe des x et de l’axe 
des y, et dont les équations seront 



y’ = — ix* + 



ah(a — b)* 
aa — à 
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La grandeur du demi-axe, placé dans le sens de l’axe des x, 

est \ — ~ — et la grandeur du demi-axe, placé dans 
y ai — o 

le sens de l’axe des y, est -y~> en sorte que le 

rapport de ces deux axes est égal à En supposant x' 
extrêmement grande , la valeur négative de « est à fort peu 

près égale à ce qui est la plus petite valeur absolue que 



l’on puisse attribuer à cotte quantité. A mesure que x' di- 
minue, la valeur absolue de a augmente, pourvu que la 
quantité c demeure positive, et, cette condition étant satis- 
faite, a deviendra Infiniment grande quand x' sera sup- 
posée infiniment petite. Alors l’axe de l'ellipse, placé dans 
le sens dexx, sera infiniment petit, et la moitié de l’axe, 
placé dans le sens des y , sera égale à y 1 h a — b). 11 n’est pas 
possible, d’ailleurs, de supposer il la fois .r r assez petite et y' 
assez grande pour que la quantité c devenant négative, la 
valeur de a puisse devenir aussi petite qu’on le voudrait; car 
l’équation des lignes de courbure no donne que des valeurs 
imaginaires quand « étant supposée négative , on attribue à 

cette constante une valeur absolue moindre que - . On voit 

a 

que les points placés sur l’axe des y , à la distance \‘h(a — b) 
de l’origine, forment ici une limite commune que les som- 
mets des deux systèmes de lignes de courbure ne peuvent 
dépasser dans un sens ou dans l’antre. 

Les axes des x et des y sont an nombre des lignes qui 
appartiennent aux projections des doux systèmes de lignes 
de courbure du paraboloule. 

■>87. L’équation générale de la projection de i’indicat-rice 
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D = ra* + isab + /6> 

devient ici 




cette projection appartient toujours à une ellipse, ainsi que 
le comporte la nature de la surface proposée, dont les deux 
courbures sont dans toute son étendue dirigées dans le même 
sens. 

Quant à la relation 

1 + p‘ s-?*? * + < 7 * 

r s t ' 

qui, d’après le n° 578, doit subsister dans les ombilics, 
c’est-à-dire dans les points où tous les rayons de courbure 
sont égaux , elle devient 

a’ + x* _ xy __ b , + y’- 
« 0 b , * 

Cette relation , ne peut être satisfaite qu’en supposant .r — 0 
et y= \'b(a — b), c’est-à-dire pour les points de la surface 
qui séparent les sommets des ellipses et des hyperboles appar- 
tenant respectivement aux deux systèmes de lignes de cour- 
bure. Les deux points dont il s'agit sont les seuls ombilics 
que la surface proposée puisse présenter. L’indicatrice y doit 
être circulaire; en etfet, le plan tangent est en ces deux 
points parallèle aux deux systèmes de plans qui coupent le 
paraboloïde suivant des cercles. 

588. A l’égard des valeurs des rayons de courbure princi- 
paux, on trouvera, en substituant les expressions des coeffi- 
cients différentiels p,q,r, », t qui ont été données n" 585 
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dans l’expression ( k ) du n* 568 : 




V‘. 



£ 

6 *' 



r_ j. + i 



1 + x* b' + y» 
a + b 



V(^ +iL T £ )'-“(?^ + *)|- 



589. Lorsqu’il s’agira d’un paraboloïde de révolution , les 
deux quantités désignées par a et 6 seront égales entre elles. 
L’expression de « du n” 586 se réduira à 




ou bien 

x’*— y 1 * x^-t-y* 

* ~ 2x'* 2x'* ' 



La valeur positive de a est donc L’équation des projec- 
tions hyperboliques du premier système des lignes de cour- 
bure se réduit à 




et appartient au système de deux lignes droites qui se croisent 
à l’origine des coordonnées. , 1 

Quant à la valeur négative de a . elle est — I : Ainsi l’équa- 
tion des projections elliptiques du second système des lignes 
de courbure devient 




ou 



y* + x* = 



0 

o’ 



qui appartient à un cercle dont le centre est placé à l origine 
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des coordonnées, et dont on peut fixer arbitrairement le 
rayon. En effet, les lignes de courbure, dans une surface de 
révolution , sont évidemment dirigées dans le sens des méri- 
diens et des parallèles. 

La distance de l’ombilic au centre, exprimée ci-dessus 

par <Jb[a — b), devient nulle : les deux ombilics se con- 
fondent en un seul qui est le sommet de la surface de révo- 
lution. 

En faisant a = b, dans l’expression de R du n° 588, elle 
se réduit à 

„ 1 i /a* + + y* /2a 1 + x' + y 5 x* + y'\ 

r=_ 2v — ^ — { — â — s— ;• 

Les deux rayons de courbure principaux dans le parabo- 
loïde de révolution sont donc respectivement exprimés par 



(a 1 + ar* + ÿ’) ! 



et 



- (a 5 + a;’ + y*)* 



Comme, l’équation de la parabole dont la révolution autour 
de l’axe des z Récrit cette surface est 

j* + y* 

S— 2 a ' 

on voit que la première expression donne le rayon de cour- 
bure du méridien , et que la seconde donne le rayon de la 
courbure dans le sens du parallèle. Cette dernière expres- 
sion représente la valeur de la normale de la courbe méri- 
dienne ; ce qui doit être , puisque toutes les sections faites 
dans le sens des parallèles ont leur centre de courbure placé 
sur l’axe de la surface de la révolution. 
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XLIV. 1)ks surfaces les plus simples dont l’équation aux 

DIFFÉRENCES PARTIELLES EST DU PREMIER ORDRE. 

.'>90. Revenons aux notions présentées dans les n°‘ 472 
et suivants. Une surface quelconque peut en général être 
considérée comme l’enveloppe de l’espace parcouru par une 
autre surface qui se déplace sans changer de figure suivant 
une loi donnée, ou qui se déplace en changeant à la fois de 
position et de figure suivant des lois également données. 
Nous représentons généralement l’équation de l’enveloppée, 
exprimée en quantités finies, par 

K (a:, y, Z, a, 6, T, S, )±=0, 

dans laquelle x, y, z désignent les coordonnées rectangu- 
laires d’un point quelconque de cette surface; et a, 6, y, S, 

plusieurs constantes arbitraires, dont les valeurs varient 
suivant les diverses positions ou les diverses figures que 
l’enveloppée peut affecter. Mais si l’on veut considérer la 
surface qui enveloppe une série déterminée des positions 
de l’enveloppée, afin d’en rechercher les propriétés, on 
ne peut plus regarder dans l’équation précédente les quan- 
tités o, 6, y, S, comme tout à fait arbitraires et indépen- 

dantes les unes des autres. On doit concevoir que ces quan- 
tités sont liées par des relations qui distinguent la série 
des positions dont il s’agit. Par conséquent , laissant indé- 
terminé un seul paramètre a, on regardera toutes les autres 

arbitraires 6, y, S, comme des fonctions données <p (a) , 

<|>(a),o(a), de ce paramètre, et l’on écrira au lieu de 

l’équation précédente pour représenter l’enveloppée 

?(«), $(«), =0. 
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En donnant dans cette équation à a toutes les valeurs pos- 
sibles depuis — cnjusqu’à-f-co, on aura une certaine série 
d’enveloppées , déterminée par la forme des fonctions 
a, .... ; et si ces fonctions demeurent arbitraires, les 
résultats que l’on obtiendra seront généraux et conviendront 
à toutes les surfaces possibles qui peuvent être produites 
par le mouvement d’une enveloppée quelconque comprise 
dans l’équation F (x,y, z, a, p, 6,7 , o, )=0. 

891. En différentinnt successivement par rapport aux 
variables indépendantes x . y l’équation F = 0 , on a deux 
nouvelles équations appartenant à l’enveloppée et à l’enve- 
loppe , au moyen desquelles on peut éliminer deux des con- 
stantes a, 6, y, Par conséquent, si l’équation F=0 ne 

contient que deux de ces constantes, il reste une équation 
aux différences partielles du premier ordre entièrement dé- 
livrée des constantes arbitraires , qui d’après cela appartient 
à toutes les enveloppées comprises dans l’équation F = 0 
aussi bien qu’à toutes, les enveloppes que ces enveloppées 
peuvent produire, et qui exprime un caractère géométrique 
qui leur convient spécialement et les distingue de toutes 
les autres surfaces. 

Si l’équation F = 0 de l’enveloppée contenait trois con- 
stantes arbitraires », fl, y, les équations différentielles du 
premier ordre ne suffiraient pas en général pour les élimi- 
ner ; il faudrait passer aux équations du second ordre; et 
l’on se trouverait conduit à des équations aux différences 
partielles d'un ordre supérieur et très-élevé , si le nombre 
des constantes a, p, 7, devenait très-grand. 

Nous nous occupons surtout ici des cas où l'équation 
aux différences partielles obtenue est -du premier ordre , 
mais sans négliger ce qu’il peut y avoir de général dans les 
considérations que nous exposons. 
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593. Lorsque l’équation de l’enveloppée 

F j X, y, Z, O, ?(a), +(<*), o(a), } = 0 

est donnée, l’équation générale de l’enveloppe exprimée 

en quantités finies s’en déduit immédiatement. Car I’équa- 

dF dF 

tion F-f- — da — 0, que l’on peut réduire à — d« = 0, 

appartenant à l'enveloppée infiniment voisine, le système 
des équations 




représente la courbe d’intersection de ces deux enveloppées, 
courbe que nous appelons caractéristique. Ces deux équa- 
tions donneront donc toutes lès caractéristiques possibles 
appartenant à la série des positions de l’enveloppée définie 

par les fonctions ®, ^, 0 , quand on y fera varier a depuis 

— co jusqu’à -f- gd. Donc, puisque l’enveloppe est évidem- 
ment le lieu de ces caractéristiques, l’équation de l’enve- 
loppe est le résultat de l’élimination île a entre les deux 
équations 




élimination qui ne peut être effectuée qu’après que les fonc- 
tions <?,<!', o, auront été définies. 

593. Il existe généralement sur une enveloppe quel- 
conque, et par conséquent sur une surface quelconque (car 
toutes les surfaces peuvent être regardées comme des enve- 
loppes) , diverses lignes remarquables dont le caractère géo- 
métrique résulte de la définition seule de l’enveloppée, et 
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subsiste, comme le caractère géométrique de l’enveloppe 
elle-même, indépendamment des lois arbitraires qui déter- 
minent le mode de déplacement de cette enveloppée. Les 
équations aux différences ordinaires de ces lignes, comme 
on l’a vu dans les n°* 479 et suivants pour la caractéristique, 
peuvent être déduites de l'équation aux différences partielles 
de la surface, qu’elles servent à intégrer; et l’on peut aussi 
obtenir leurs équations en quantités finies au moyen de celle 
de l’enveloppée. 

Quant à la caractéristique , elle est représentée par le 
système des deux équations 




qui, lorsque les fonctions auront été définies, 

donneront toutes les caractéristiques appartenant à une 
même enveloppe quelconque en fixant convenablement la 
valeur de a. 



394. Considérons maintenant les deux caractéristiques 
consécutives qui résultent de l’intersection deux à deux de 
trois enveloppées consécutives. Les équations de ces trois 

dF 

enveloppées étant représentées par F = 0, F-J-— da = 0, 

aa 

dF d’F 

F-f-2 — da-f — da ! = 0, la première caractéristique est 

dF 

donnée par les deux équations F = 0et — =0, et la se- 

dF 

conde caractéristique par les deux équations — - = 0 et 

aa 



d’F 

dJ 



— 0. Ces deux lignes courbes se coupent en général en 
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même temps qu’elles se touchent en un point déterminé par 
les valeurs de x,y,z, qui satisfont simultanément aux trois 
équations 



P = o, . 





En attribuant successivement à a toutes les valeurs possibles 
depuis — en jusqu’à 4- r -o, les valeurs de x,y ,z, déduites 
de ces trois équations, appartiennent à la série des points 
dans lesquels chaque caractéristique est coupée et touchée 
par la caractéristique voisine. La suite de ces points forme 
toujours sur l’enveloppe une ligne remarquable , à laquelle 
on a donné le nom A' arête de rebroussement. Les arêtes de 
rebroussement partagent en général les surfaces en nappes 
distinctes : elles sont touchées par toutes les caractéristiques . 
et sont à leur égard de véritables enveloppes. 

L’aréte de rebroussement étant le lieu des points d’inter- 
section de la caractéristique correspondante à une valeur 
déterminée de a, et de la caractéristique voisine, on a évi- 
demment les équations de cette courbe pour une enveloppe 
déterminée en éliminant a entre les trois équations 



F = 0, 





élimination qui ne pourra avoir lieu qu’après que les fonc- 
tions <f, qui définissent l’enveloppe auront été 

données. Les deux équations en x,y ,z, qui résultent de 
cette élimination , appartiennent donc à l’arête de rebrous- 
sement. 

393. Considérons encore trois caractéristiques consécu- 
tives résultant de l’intersection deux à deux des quatre en- 
veloppées consécutives , dont les équations sont 
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F = 0, F + £u* = 0, F + ïjg d« + grf«* = 0, 

F + 3 £ d *+ 3 £ d *’+S d * s = o* 



Si ces trois caractéristiques se coupent en un seul point, 
ce qui ne peut avoir lieu que dans des cas très-particuliers, 
les valeurs de x, y, 5 , appartenant à ce point, satisferont à 
la fois aux quatre équations précédentes. Donc , si l’on éli- 
mine x, y, z entre les quatre équations , 



F = 0, 






l’équation en a, qui restera après cette élimination, don- 
nera la valeur de ce paramètre , à laquelle correspondra la 
caractéristique sur laquelle le point dont il s’agit se trouvera 
placé. 11 sera donc situé au lieu oii cette caractéristique 
touche l’arête de rebroussement. Les points de cette espèce 
sont toujours très-remarquables sur cette arête, à l’égard 
de laquelle ils sont eux -mêmes des points d’inllexion ou de 
rebroussement . 

596. Il arrive quelquefois que les caractéristiques d’une 
enveloppe ne se coupent nulle part, et par conséquent 
que la surface ne présente pas d’arête de rebroussement. 
Mais alors il existe en général un point sur chaque ca- 
ractéristique où elle, se trouve plus rapprochée de la ca- 
ractéristique contiguë que dans tout autre lieu. La série de 
ces points forme sur la surface une ligne que l’on distingue 
facilement , et que l’on a nommée ligne de striction. 
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Surfaces cylindriques. 



397. Une surface cylindrique, considérée de la manière 
la plus générale, peut être regardée comme l’enveloppe 
de l’espace décrit par un plan qui se meut sans cesser d’être 
parallèle à une même droite donnée prise pour directrice. 
Soient 

x= az , y = bz , 



les équations de cette directrice. L’équation d’un plan 
étant 

z ~ Ax + Jiy -4- C , 



- ce plan sera parallèle à la droite donnée si l’on a la rela- 
tion 



1 = Aa 4- Bb , 



au moyen de laquelle on peut éliminer l’une des constantes 
A, B. En éliminant A, par exemple, il viendra 



l — Bft 
a 



x -|- üy + C , 



pour l’équation d’un plan quelconque, parallèle à la droite 
donnée. Cette équation est ici celle de l’enveloppée , et B, C 
sont les deux constantes arbitraires qui en déterminent la 
position. En éliminant donc ces deux constantes entre cette 
équation et ses deux équations différentielles du premier 
ordre . qui sont 

dz _ 1— Bft 
dx a ’ 



dz 

dy 



B 
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il viendra 



dz , ,<t 2 
a te + b d y = i ' 



pour l’équation aux différences partielles du premier ordre 
qui appartient également à l’enveloppée et à l’enveloppe, 
c’est-à-dire au plan mobile et à une surface cylindrique quel- 
conque décrite par ce plan. 

On aurait pu reconnaître immédiatement que 



dz , .dz 
a di + b d^ =i 



appartient à une surface cylindrique quelconque , dont les 
arêtes sont parallèles à la droite ayant pour équations 
x = az, y = bz, en remarquant que tout plan tangent à 
cette surface doit être parallèle à la droite dont il s’agit. 

598. Pour intégrer l’équation précédente , conformément 
à ce qui a été exposé dans les n°* 478 et suivants , on formera 
les équations aux différences ordinaires de la caractéristique , 
qui seront ici 

, ad ij — bdx = 0 , 

• adz — dx — 0, 
bdz ~dy= 0 , 

Ces équations appartiennent évidemment à une ligne droite 
parallèle à la directrice, et l’on aurait pu les écrire immé- 
diatement en remarquant que la caractéristique est l’inter- 
section de deux plans parallèles à cette ligne. En intégrant 
les deux dernières il viendra 

x = az + <*, 
y — bz + t , 

2* ASfilfE. il» 
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a et 6 étant deux constantes arbitraires. L’intégrale générale 
est donc 

y — bz — <f(x — az ) , 



if désignant une fonction arbitraire. Cette équation appar- 
tient à toute surface cylindrique, dont la génératrice est 
parallèle à la directrice proposée. Elle a le même degré de 



généralité que l’équation aux différences partielles a — 4- 

dx 



b— — \. On pourrait la trouver directement en remarquant 

que les équations d’une génératrice quelconque peuvent être 
représentées par 



x — az + a , 
y = bz + 6 , 

a et 6 étant deux constantes indéterminées. Or, si un point 
se meut sur la surface cylindrique sans sortir de cette même 
génératrice, les coordonnées de ce point satisferont à ces 
équations. Mais si le point se meut en passant sur une gé- 
nératrice voisine, ses coordonnées ne pourront satisfaire à 
ces mêmes équations, à moins que l’on ne fasse varier en 
même temps a et 6. Donc ces quantités demeurent con- 
stantes , ou varient simultanément : elles sont donc fonctions 
l’une de l’autre, et l’on peut écrire 6=ç ( a), ou 



y — bz = <p(x — az). , 

599. L’équation 

dz .dz 

a di + b dÿ =l 0U + ^ = l 
étant différentiée par rapport à x et à y , donne 
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tPz rf»î 
U dx* + dxdy 



0 



d‘z d î z 

a dxdy dy l 



= 0 



OU ar •+- 6* = 0 



as + bt — 0. 



Donc rt — s* =0, équation générale des surfaces dévelop- 
pables. Les surfaces cylindriques présentent, quant à leur 
courbure, les propriétés qui ont été indiquées n° 577. 

600.- La fonction <p, dans l’équation générale 



y ~ bz — ÿ(x — az) 



des surfaces cylindriques, peut être déterminée d’après 
diverses conditions. Si la surface doit passer par une ligne 
courbe donnée, dont les équations soient r.(x,y,x) = 0, 
<J- (x, y, s) = 0 , il est visible que ces équations et les deux 
équations de la génératrice x=az + a, y=bz-{-<f(a.) doivent 
pouvoir être satisfaites par les mêmes valeurs de x,y,z , 
quelles que soient les constantes a et ?(«)• Ainsi, éliminant 
x, y, z entre les quatre équations 



r.{x, y,z) = 0 

t'C*, y,z)~o 

x — az * 

V — bz. — T («) , 

il restera une équation entre o et ?(<*), qui déterminera la 
fonction o. Soit f(a,f[*)) = 0 l’équation dont il s’agit : l'é- 
quation de la surface cylindrique demandée sera donc 

f[x — az, y—bz)z=0. 

60t. Si la surface cylindrique doit être tangente h une 



Digitized by Google 




— 308 — 

surface courbe donnée, dont l’équation soit r.(x,y,z)=- 0, 
on remarquera que , pour tons les points de la courbe de 
contact, les deux surfaces ont le même plan tangent. Donc 

les valeurs de ^ et ^ tirées de l’équation n(x, y, *1=0 
dx dy ■ 

doivent , pour les points dont il s’agit , satisfaire à l’équation 

différentielle de la surface cylindrique. On trouvera donc 

une équation ^ (x,y,x)— 0 de la courbe de contact en prenant 

les valeurs de jj* et ^ dans l’équation donnée r.{x,y,z)=0 . 

et les substituant dans l’équation aux différences partielles 

a — + 6^ —i . Ayant maintenant deux équations *(x , y ,î)=0. 

^'(x, y, s) = 0, appartenant à une courbe par laquelle doit 
passer la surface cylindrique cherchée , on opérera comme 
on l’a vu dans le numéro précédent. 



Surfaces coniques. 



602. Une surface conique est l’enveloppe de l'espace dé- 
crit par un plan qui passe constamment par un point donné. 
Ce point est le sommet , ou le centre , de la surface. Soient 
a,b,c ses coordonnées : l’équation, du plan mobile ou de 
l’enveloppée sera donc 

2 — c = K[x — a) + B(y — 6); 



A et B étant deux constantes arbitraires. On déduit de cette 
équation 



dz 

<i.T 



= A , 



dz 

dÿ 



— B ; 
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et par conséquent l’élimination de ces deux constantes donne 
pour l’équation aux différences partielles des surfaces co- 
niques, considérées de la manière la plus générale, 

On aurait pu obtenir directement cette équation en remar- 
quant que tout plan tangent à la surface conique doit passer 
par le centre dont les coordonnées sont a, b, c. 

603. Les équations de la caractéristique sont ici 

(x — a)dy~(y — b)dx~0 
(x — a) de — ( z — c) dx — 0 
{y — b)dx — (2 — c) dy — 0: 

elles appartiennent évidemment aux projections d’une ligne 
droite , passant par le point dont les coordonnées sont a, b, c. 
On déduit des deux dernières 



x — a 




a et 6 représentant deux constantes arbitraires ; et par con- 
séquent l’intégrale de l’équation du numéro précédent, ou 
l’équation d’une surface conique quelconque , est 




<p désignant une fonction arbitraire. 

On aurait pu obtenir directement cette équation en re- 
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marquant que , quand un point s» 1 déplace sur une surface 



x — a y — h 



demeurent tous deux con- 



conique, les rapports 

stants si ce point reste sur une meme arête rectiligne , et 
varient tous deux si le point dont il s’agit passe d’une arête 
à une autre. Ces rapports demeurant constants ou variant 
ensemble, sont donc fonctions l’un de l’autre pour toutes 
les valeurs de x,y,z, qui satisfont à l’équation d'une surface 
conique. 

604. L’équation 



(x— a)^ + (v— 6)^ = z— c, ou (x — a)p + {y — b)q = z~ c 

étant différentiée par rapport à x et à y donne 
,n, fp~ 

(* -«> dxdy + & - h) dy' = ° (a>_ “ ,5 * = °- 

d’où rl — s’=0, relation qui appartient à , toutes les surfaces 
développables. On peut faire ici la même remarque qui a été 
faite n“ !î99. 

60.’>. Si dans l’équation générale 

ÿZZÉ = J* 

z — c T \z — c J 

la fonction <p doit être déterminée par la condition qde la 
surface conique passe par une courbe donnée dont les équa- 
tions sdient ic(x, y, *) = <>, ’r(x, y,z)=0, les équations de 
la génératrice devront subsister en même temps que celles-ci, 
Posant doue les quatre équations 



— 311 

t.(x, y, z) — Q 

y,z) = o 



x—a 




entre lesquelles on éliminera x,y,z, il restera une équation 
que nous représenterons par {[%, <j>(«)]=:0. L’équation de la 
surface conique demandée sera donc 




606. Si la fonction 9 doit être déterminée par la condition 
que la surface conique soit tangente à une surface donnée 
ayant pour équation n(x, y, *) = 0 , on verra comme dans 
le n° 601, que l'on obtient une seconde équation 'J‘(jc,y,a )=0 

de la courbe de contact en prenant les valeurs de ~ et — 
• ax dy 

dans l’équation donnée r.(r,y, 2 ) =4), et les substituant dans 

l’équation différentielle (x — — 6 )^= 1 — c ' 

question se trouve alors ramenée au cas du numéro précé- 
dent. 



Surfaces de révolution. 



‘ 607. Une surface de révolution est l’enveloppe de l’espace 
décrit par une sphère dont le centro se meut sur une ligne 
droite qui est l’axe de la surface, et dont le rayon varie sui- 
vant une loi quelconque. Soient . , 

, x' — As' -)- a 

y' - a*' + b 
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les équations données de l’axe de la surface. L’équation 
d’une sphère de rayon r, dont le centre est placé sur cet 
axe, sera 

(x — A z' — a)’ + (y — - Bx* — 6)* + (x — x*)* — r* , 

x, y ,z, représentant les coordonnées d’un point quelconque 
de la sphère. Cette équation appartient donc ici à l’envelop- 
pée ; z' et r sont les deux constantes arbitraires qui peuvent 
être déterminées de manière à donner une enveloppée quel- 
conque. En différentiant l’équation dont il s’agit par rapport 
à x et à y, il vient 

x- 

y- 

eten éliminant z', 

(y — à — Br) ^ (x— a Ax)^ = B(x— a)- A (y- b) 

pour l’équation aux différences partielles appartenant à toutes 
les surfaces de révolution. 

On peut obtenir la mémé équation en remarquant que , 
dans un point quelconque d’une surface de révolution, le 
plan tangent est perpendiculaire au plan méridien , c'est-à- 
dire au plan mené par l’axe de la surface et par le point 
dont il s’agit. L’équation d’un plan méridien passant par lé 
point de la surface dont les coordonnées sont x, y, z peut 
être représentée par 

x’ — x=M(x’— x) + N(y’ — y), 

les constantes M, N étant déterminées de manière à faire 



Az' — a + {z — z')~ = 0 
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passer également ce plan par l’axe de la surface. Cette con- 
dition donne la seconde équation 

i • 

z' — 2 = M {Kz' + u—x) + N(Bs' + b — y), 

. qui doit subsister quelle que soit z\ Elle se décompose donc 
dans les deux suivantes 



1 = MA+NB, d’où M = 
— 2 = M(tt— x) + N{6 — y), . N = 

Mais l’équation du plan tangent étant 



y — 6 — Bj 
B(a — x)~ A (6 — y) 

— [x — a — A z) 
B(a — -r) — A(6 — y)’ 



, dz , , . , dz , , 

z--z=- ii (x'-x) + d- y (y'-y). 



il sera perpendiculaire au plan méridien si l’on a la relation 






équation qui revient à la précédente quand on met à la place 
de M et N leurs valeurs. 

' On peut encore obtenir cette équation d’après la propriété 
générale, des surfaces de révolution qui consiste en ce que la 
normale à un point quelconque rencontre toujours l’axe. Les 
équations de la normale sdnt en général 

*-* + £(*-*) = 0 
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les mêmes valeurs de x, y', z devront donc satisfaire à 
ces équations et à celles de l’axe. Si l’on élimine x\ y', s' 
entre ces quatre équations, on retrouvera l’équation aux 
différences partielles dont il s’agit. 

608. L’intégration de l’équation 

(y— b— 82 ) 0 — (x— a— Ax)^ — B(x— «)— K(y— b), 

dépend, conformément aux n°* 478 et suivants, des équa- 
tions 

* » 

(y — b — Rz)dy -4- (ar — a — Az)dx = 0 
(y — b — I \z)dz — [B'/ — a) — \{y — b)]tlx ~ 0 
— (x — a — Kzjdz — [ B(x — a ) — A(ÿ — 6)]dy = 0 

qui appartiennent à la caractéristique. Ces équations ne 
peuvent être immédiatement, intégrées-, mais si l’on ajoute 
les deux dernières après avoir multiplié la première par A 
et la seconde par 15, puis si on les ajoute de nouveau après 
avoir multiplié la première par x — a et la seconde par y — b, 
on trouvera 

Adx -f B dy + dz — 0 
(x — a)dx + (y — b)dy + zdz = 0 ; 

et en intégrant 

Ax + By + z = « 

(x — «)* + (y— bp + z* = 6, 

a et 6 étant deux oonstantes arbitraires. L’une de ces équa- 
tions appartenant à un plan quelconque perpendiculaire à 
l’axe donné de la surface de révolution, l’autre à une sphère' 



— ;ns — 

d’un rayon quelconque , dont le centre est placé au point, 
dont les coordonnées sont a, b, O, c’est-à-dire au point où 
cet axe rencontre le plan des x,y, on reconnaît que la ca- 
ractéristique est toujours un cercle dont le centre est dans 
l’axe, et dont le plan est perpendiculaire à cet axe. On a 
d’ailleurs pour l’équation générale des surfaces de révolu- 
tion 

{x— a) s 4- (V—Oy + z* = ?(Ax + By + z), 

<P désignant toujours une fonction arbitraire. 

On obtient immédiatement cette équation en remarquant 
que si un point se déplace sur la surface sans sortir d’une 
même caractéristique, c’est-à-dire d’une même section faite 
perpendiculairement à l’axe, ou d’un parallèle, les quantités 
Kx -f By s et (x — o) ! -j-(y — b): -f- z 1 conserveront toutes 
deux des valeurs constantes , tandis qu’elles varieront toutes 
deux si le point se déplace en passant d’une caractéristique 
à une autre; d’où il suit que Tune de oes quantités est né- 
cessairement fonction âe l’autre.* 

609. La fonction arbitraire y dans l’équation précédente 
peut être déterminée par la condition que la surface pasw 
par une courbe quelconque donnée, dont les équations sont 
t.{x, y, z) — 0, V[x, y, s) = (), c’est-à-dire que cette sur- 
face soit décrite par la révolution de la courbe autour de 
l’axe. Comme toutes les caractéristiques doivent rencontrer 
la courbe donnée, il doit exister des valeurs de x, y, s, 
qui satisfont à la fois aux quatre équations 

r.{x,y,z)r= 0 
*T(x, y,z) = 0 
. Ax 4- hy + z = ■ 

{x — a) 2 + (y — b)* -t- z* = 3<*). 
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Éliminant x, y, x entre ces équations, il restera une rela- 
tion entre a et ?(«), que nous désignons par (\ a, 
par laquelle la fonction <p est déterminée. L’équation de la 
surface demandée est m f ■ 

f\ Sx + Bÿ 4- (x— «)* + (y — 6)* + 2 >) = 0. 

610. La fonction arbitraire peut également être détermi- 
née dans l’équation du 11 “ 608 , par la condition que la sur- 
face de révolution enveloppe une surface quelconque don- 
née, dont l’équation est «(x, y, x) =0, c’est-à-dire soit 
décrite par la révolution de cette surface autour de l’axe. 
Il est visible que la surface de révolution demandée doit 
toucher la surface donnée, et qu’on aura une seconde équa- 
tion primitive appartenant à la courbe de contact en pre- 
dz dz 

nant les valeurs ^ et ^ dans l’équation «(x, y, z)=0, 
et les substituant dans l’équation différentielle 

(y — b — Bx)^ — (x— a— A*)$ = B(x— a) — À<y— b). 

\ 

Soit 'l‘(x, y, ;) = U le résultat de cette substitution : la solu- 
tion s’achèvera conformément à ce qu’on a vu dans le nu- 
méro précédent. 



Surface gauche décrite par une ligne droite horizontale , 
passant toujours par une mime verticale. 

61 1 . Nous supposerons le plan des xy horizontal et l’axe 
des z vertical, et nous considérerons la surface décrite par 
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une ligne droite parallèle au plan des xy, et passant con- 
stamment par Taxe des z. 

Considérons en premier lieu la surface qui serait l’enve- 
loppe de l’espace décrit par un cylindre de rayon r, dont 
l’axe demeurerait toujours parallèle au plan des xij , et pas- 
serait constamment par l’axe des s. On aurait évidemment 



(y — ax) ! 
a* + i " 



4- (z—cY — r* 



pour l’équation de ce cylindre, qui est l’ertveloppée ; a et c 
étant les deux constantes arbitraires, dont la première re- 
présente la tangente de l’angle formé par l’axe du cylindre 
avec le plan des xz, et la seconde la distance de cet axe au 
plan des xy. Prenant les deux équations différentielles, il 
viendra 



[y — ax)a 
«* + 1 

y — ax 



+(*-<) £=° 



-+i +( *- r >f =o; 



d’où l’on déduit immédiatement 






. (dz dz\ 

- £l (s + “S;) =0 ' 



c’est-à-dire 



dz dz 

j — h fl j- — 0, 

d.z dy 



dz 

. dx 

dz 

dy 



valeur qui doit être substituée dans l’équation de l’envelop- 
pée. Mais si nous supposons le rayon r infiniment petit, cas 
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dans lequel l'enveloppe de l’espace décrit par le cylindre ne 
différera pas de la surface gauche dont il s’agit , nous de- 
vons négliger dans cette équation les termes ( s — c)’ et r ! ; 
elle deviendra donc, en y remplaçant a par la valeur pré- 
cédente , 



dz 

x dx 




qui est l’équation aux différences partielles de cette surface 
gauche. 

On pourrait parvenir directement au même résultat en 
partant de cette propriété générale des surfaces gauches qui 
consiste en ce que, pour un point quelconque de ces sur- 
faces , le plan tangent contient la génératrice rectiligne qui 
passe par ce point. L’équation générale du plan tangent 
étant 

*’-* = (*'-*) g +(y’_ y) g, 

on a 

<*'-*)£ + (y- v)g = o 



pour l’équation de l’intersection de ce plan par un plan ho- 
rizontal mené par le point de tangence. Or, cette intersec- 
tion n’étant autre chose que la génératrice elle-même , qui 
doit rencontrer l’axe des x, son équation doit être satis- 
faite par les valeurs t'= 0, y' = 0, ce qui donne comme 
ci-dessus 



dz dz 
x-r +y- r = 0. 
dx 9 f/i/ 
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i 

61t. L’intégrale générale de cette équation s’obtiendra en 
posant 

v xdy — ydx = 0 , d’où = « 

dz = 0 , z — 6, 

a et 6 étant deux constantes arbitraires; ce qui donne 




pour l’intégrale cherchée, <p étant le signe d'une fonction 
arbitraire. La considération de la caractéristique, qui est 
toujours une ligne droite horizontale ayant pour équations 

— = a et z = 6, conduit directement à cette même équation. 



613. Si la fonction arbitraire doit être déterminée de ma- 
nière à faire passer la surface par une courbe quelconque 
ayant pour équations k(x, y. z) = 0, V(x, y, z)=. 0 , on 
verra comme ci-dessus que l’on doit éliminer x , y , : entre 
les quatre équations 

* [x, y, z) = 0 
*!'(*» y,z) = o 
y=a 

x 

2 = 6; 

et qu’en représentant par f(a, 6) = 0, le résultat de l’éli- 
mination , l’équation de la surface demandée est 
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6U. Enfin , si la fonction arbitraire doit être détermi- 
née de manière que la surface gauche, dont il s’agit, 
touche et embrasse une surface donnée, ayant pour équa- 
tion r.(x, y, z)=0, on prendra les valeurs de et ^ 

dx dy 

dans cette équation , et les substituant dans l’équation diffé- 
rentielle x^- y^- =0 , on aura une seconde équation 

dx dy 

primitive 'f(x, y, s) = 0, appartenant à la courbe de con- 
tact , ce qui ramène la question au cas du numéro précé- 
dent. 



FJN DK LA DEUXIÈME PARTIE. 
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NOTES DE M. LIOUVILLE. 



i’ur la limite vers laquelle tend l’expression ( l + — ) 

v m/ 

lorsque m augmente indéfiniment. 

1. Supposons d'abord que m soit un nombre entier posi- 
tif. On a, par la formule du binôme démontrée dans les 
éléments , 

(. ■ 1 \’_. , m 1 . 1 , »»{»»— lXm— 2) 1 , 

\ + m) ~ + i m + ' 1.2 m i + 1.273 m 5 + - 



... + 



de sorte qu’en mettant le terme général 

m(m — l) (m — n + 1 j 1 

1.2 n m H 

sous la forme 

«M*- S K) 

il vient 

(l + 1) = 1 + i + i? 2 (l - i) + ^ (i - i) (l 



1 

m n 



21 



XOTES» 
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. Le nombre des termes du second membre augmente 
quand m augmente; et, sauf les deux premiers termes qui 
restent tixes, chaque terme d’un rang donné augmente aussi : 
la valeur du second membre augmente en conséquence, mais 
sans pourtant jamais dépasser la somme 

, 111 , 1 , 1 

1 + 1 + 1.2 + 1.2.3 + 0X4 + + 1.2 m ’ 



ni a fortiori la somme 
. ; *. 

i 1 1 1 

1 + 1 + . i +2Î + 2i + + 

visiblement comprise elle-même entre 2 et 3. Donc enfin 
(l -f- tend vers une certaine limite, plus grande que 2, 
plus petite que 3, et que nous désignerons par e. 

2. Maintenant, si l’on observe que l’expression 



, A X 1 

1.2." n + 1.2. ..»(« + 1) + + 0....m’ ' 

où n désigne un nombre entier positif quelconque moindre 
que m, est plus petite que 

i / i i l \ 

1.2.. ..«V 1 + n + i + '(n+l) ,+ + (n+l)— V’ 

et partant moindre que 

* î /i . 

1.2.... n . 1 ~1.2....nV »/’ 

1 — nTÏ 



on verra que Ton peut poser 
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K)' 



Il 1 

<1 + ï + E2 + + L2... (n— 1) 



+ 



nb(‘ + 3 -' 



inégalité qui devra subsister, quelque grand qu’on fasse m, 
eu laissant n fixe , après avoir donné à n une valeur à vo- 
lonté. On en conclut, à la limite : 



e < 1 + 1 + 1.2 + 1.2.3 + 



+ ; 



1.2. ..(u — 1) 

+ i723h( 1 + «)- 



Mais , d’un autre côté , la formule 

Kr=-+hàK)+- 

± 



nous donne 



(‘+r>‘+J + àK) + râ(*-S)'HK 

-+^K)K) (-V)- 

Cette fois encore, laissons n fixe el faisons grandir m à 
l’infini. Le second membre tendra vers la limite 



111 , l 

1 + 1 + 1.2 + 1.2.3 + + 1.2.. ..n ’ 



et le premier vers la limite «. On a donc 
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iii ,i 

e>1 + ï + £2 + 1.2.3 + + T X...»' 



Les deux expressions entre lesquelles le nombre e se 
trouve compris ne diffèrent entre elles que par le terme 



1.2... .n n’ 

qu’on rend aussi petit qu’on veut, en prenant n grand : elles 

permettent de calculer la valeur 2,718 de e avec toute 

l’approximation qu’on voudra. 

3. Soit à présent m positif, sans être un entier; et je dis 

que ^1 + , quand m grandira indéfiniment , tendra 

encore vers la limite e. Car soient p , p -J- 1^ les deux entiers 
successifs entre lesquels*™ est compris, et qui grandissent 
comme lui à l’infini : on aura 

(•4)-<KP 

Ur les seconds membres de ces deux inégalités peuvent 
s’écrire respectivement 

■(**&) , 
K)’K> 
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quand p augmente à l’infini , ils tendent vers la limite com- 
mune e. Donc ^1 -f — j tend aussi vers cette limite. 

4. Enfin, soit m négatif et = — q. On a 
d’où 

R)-=(^î)'4^r' K4-,). 

et l’on retrouve encore pour q infini la limite e. 



Digitized by Google 




- 320 — 



II. 



Nouvelle expression du reste pour les formules 
de Maclaurin et de Taylor. ■ 

1. M. Cauchy a donné une expression nouvelle du reste 
de la formule de Maclaurin. Pour l'obtenir, représentons par 
<?(x, a) ou simplement par <p(i) la quantité 

m - nz) - m _ _ f w (,) 

qui s’évanouit pour z = x. En différentiant par rapport à s et 
omettant les termes qui Se détruisent , on trouve 

9 'te) — ' X ~ 3>' rl — fin) M 

1 . 2 .. 1 )' 

Mais par la formule de Taylor bornée à deux termes, et 
en observant que z — x -f (z — .r) , on a 

?{2) = ?(*) + (2 — *)?' {X + 0,(2 — X) ) , 

6, désignant une quantité comprise entre 0 et 1 . A cause de 
<i[x) = 0, cette équation se réduit à 

?{*) = (*—*)?' (a: + 0,(2— *)), 

puis, en remplaçant la fonction <?’ par sa valeur, elle devient 

fl n— l/ r *\n . . 

rf*) = V.a T . 'r ifi.-i )^ (x + °.c*— 
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ou bien , en posant 6, = 1 — 8 , 



= 



(1 — 6)"-» (x — 2 )* 

1.2.. ..(n — 1) 



f^(z + 0(x-Z)). 



Pour le cas particulier de : = 0, 



? ( 0 ): 



(1— 0)"-*x" 
1.2....(n — 1) 



f" fO.-r; ; 



8 est, comme 8,, compris entre 0 et 1 : ?(0) est d’ailleurs la 
valeur de la quantité 



f',x)-f( o)— f A'O) - 



x ” -1 

1.2. ...(n — 1) 



f"-» (0): 



par suite on a 



nx)=no)+p'(<>) 



+ 



1.2. ...(n—1) 
(1 — 0)"- l x' 



1.2. ...(n — 1) 



f 

’ /■<"> (Ox). 



Telle est la formule de M. Cauchy, qui pourra souvent être 
utile pour des discussions de convergence auxquelles l’an- 
cienne expression du reste ne conviendrait pas. Nous enga- 
geons nos lecteurs à l’appliquer aux fonctions 

f{x) = (l — x) m 
et 

f[x) = log. (1— x), 

la valeur de x étant supposée positive et < 1 . 
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2. La formule (le Maclaurin et celle de Taylor ue sont au 
fond qu’une même formule considérée sous deux points de 
vue différents. On appliquera donc aisément à la formule de 
Taylor le résultat qui précède. 

On trouvera 



f(x + h): 



:/■(*) + jn*) + + 



A"-' 



1.2... (n — 1) 

(1 — 6)— «A' 



/<"-■ >{*) 



1.2... (n — i) 



/■<")(x+6 h). 




Digitized by Googli 



Sur les fractions qui se présentent sous la forme 



1. Lorsque, pour une valeur particulière a de x, nne 
fraction 

M 

F(x) 



se présente sous la forme -, on obtient généralement la vraie 
valeur A de cette fraction en la remplaçant par la suivante : 



A*) 

F'(*r 

et faisant ensuite x — a. La même règle s’applique encore k 
la fraction proposée lorsque , pour x = a , elle se présente 
sous la forme ||-. Pour démontrer ce théorème dû, je crois, 
à M. Cauchy, écrivons d’abord 

1 

F(x) 1 
f(x) 



pour xx=a, le second membre devient sa vraie valeur A 




;t30 — 



s’obtiendra donc en faisant x — a dans la fraction nouvelle 



_r(x) 

Ffxj* _ F’(x) f(.r)- 
_ A*) _ /» ’ F(x}’ : 

TTf)’ 

on a par suite 



A 




d’oû 



A — 



n«_) 

F'(aj ’ 



En appliquant cette règle aux deux quantités 



x * log. x , 



log.x 
x n 3 



dont la première doit être regardée comme le quotient de 
, I 

log. x par-;, on trouve, en supposant n positif, 



x" log. x = — — log.e = 0 pour x = 0, 

et 

log.x 1 , 

■ - — — log.e = 0 pour x =î » . 

x" nx* 



2. M. Bertrand a fait observer que la démonstration précé- 
dente de la règle de M. Cauchy ne convient pas aux cas où 
A serait zéro ou l'infini, puisqu’alors on ne pourrait plus di- 
viser par A les deux membres de l’équation 



A 



f» 



m 






afin d’en tirer A. Mais voici un moyeu très-simple de lever 
cette dilliculté. 
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Tout se réduit à prouver que la règle de M. Cauchy reste 

fia) 

exacte quand la vraie valeur de est nulle; le cas où la 

Fia) 

valeur cherchée est infinie se ramène en effet à celui-là en 

flT) 



renversant la fraction. Or si l’on ajoute à la fraction 



PR* 



supposée nulle pour x = a, une constante C, d’où résulte la 
somme 

f{x) + CF'.r) 

F,*) ’ 



la valeur de cette dernière fraction , aussi pour x = a, sera 
précisément la constante C qui n’est ni 0 ni x . On pourra 
donc appliquer la méthode de M. Gauchy et l’on trouvera 



d’où 



n«)+ cf'w r » 

~ F'(«) ~ F'(a) 



+ C, 



fM-a-fM 

F*(«)“ F(a)’ 



ce qu’il fallait démontrer. 

3. Quand la vraie valeur de 




[ f£) 

F(x)’. 

pour x — a, est en elle-même indéterminée, ce qui arrive, 
par exemple , si l’on prend 



f(x) — 2x + xsin.a:, F(x) = 1,4- 3x 4- x cos. x , et a=oo, 
on conçoit qu’il n’y a rien à attendre de la règle indiquée. 
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Mais je remarquerai ici que la vraie valeur de peut être 

F («) 

• r(a) 

déterminée , et celle de être néanmoins essentiellement 

P(a) 

indéterminée. La règle dont nous parlons cesse alors d’être 
applicable. Cette restriction a également lieu pour le cas des 

fractions jj. Ainsi pour x = x , la vraie valeur de 



X — cos. X 
x -f sin. x 

est l’unité, tandis que la fraction 

1 + sin. x 
1 -f cos.x’ 



qui résulte du rapport des dérivées des deux termes, est tout 
à fait indéterminée. Semblablement la fraction 



x* cos. - 
x 



1 ’ 

sin. x + x’ cos. - 
x 



ou 



1 

x cos. - 

X 

sin.x , T’ 

hxcos. - 

x x 



se réduit à zéro pour x = 0, et cependant le rapport des dé- 
rivées donne 

sin. - + 2x cos. - 
x x 

1 1 ’ 

cos. x + sin. - + 2 cos. - 

X J» 



fraction qui ne tend pas vers une limite déterminée lorsque x 
tend vers zéro. 
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Peut-être est-il bon d’ajouter que les règles du genre 
de celles que nous venons de discuter, et qui se rappor- 
tent à des valeurs singulières et exceptionnelles, ont presque 
toujours des cas en défaut qui résultent do leur nature même. 
Il faut en user avec réserve et s’assurer, dans chacun des 
exemples auxquels on les applique, que l’usage en est légi- 
• time. Ces règles n’en ont pas moins une utilité incontestable ; 
aussi les géomètres ont-ils apprécié depuis longtemps l'ex- 
tension élégante que M. Cauchy a su donner au théorème de 
l’Hôpital concernant les fractions qui se présentent sous la 

forme 
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IV. 

Sur un problème de géométrie relatif à la théorie 
des maxima et minima. 

1. Quand on traduit on analyse un problème de géométrie, 
on doit en général avoir égard à certaines conditions spé- 
ciales, attachées à la nature de ce problème, quoique non 
exprimées explicitement : on arriverait quelquefois à une 
absurdité si l’on négligeait de tenir compte des conditions 
implicites dont il s’agit. L’exemple suivant me parait, à cause 
de sa simplicité même , bon à développer devant des élèves. 

On propose de trouver la ligne droite la plus courte ou la 
plus longue que l’on puisse mener à un cercle donné , d’un 
point A pris dans son plan. Soient 0 le centre du cercle , 
r son rayon, et x, y les coordonnées rectangulaires d’un des 
points M de sa circonférence, en sorte que 

• x 1 + y l = r*; 

soit de plus OA = a, et admettons que l'axe des x coïncide 
avec la droite OA. On aura 

ÀM ‘ y* + (a — x)' = a' — 2 ax + r*. 

Telle est la quantité qu’il faut rendre un maximum ou un 
minimum. Or si, d’après la règle ordinaire, on voulait égaler 
à zéro la dérivée de cette quantité, on trouverait l’équation 
absurde 

— 2a = 0, 
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d’où il semblerait résulter que le problème n’a aucune solu- 
tion, tandis qu’évidemmcnt il en a deux. 

à. Four faire disparaître le paradoxe, il suffit d’observer que 
par la nature même du problème de géométrie qui nous Oc- 
cupe, l’abscisse x ne peut varier qu’entre les limites — r, 
+ r. Or la fonction 

u ! — 2 ar+r* 



est décroissante quand on suppose, ce qui est permis , a po- 
sitif : la plus petite valeur de cette fonction répond dès lors à 
x = — r et la plus grande à x — r. Donc, etc. 

Si , au lieu de prendre pour axe des x la droite OA , on 
avait pris une autre droite à volonté, l’analyse seule aurait 
conduit sans aucune considération accessoire quelconque à la 
solution demandée, et la difficulté indiquée ne se serait pas 
présentée à nous. En nommant a, (3 les coordonnées du 
point A , on aurait eu 

A.\ï ! = r* — 2 xæ — 2Jiÿ + oc* + 



d’où , par la considération ordinaire du maximum ou mi- 
nimum , 






Mais l’équation du cercle donne 



dy _ _ x 
dx y' 

il vient donc 
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Celle dernière équation est celle de la droite OA : les points 
où la droite OA coupe le cercle sont donc les points cherchés. 
Ici les points dont nous parlons sont immédiatement fournis 
par la méthode ordinaire. La raison toute simple en est que 
leurs abscisses sont comprises entre — r et -f r, et sont diffé- 
rentes de ces deux limites , de telle manière que la fonction 

ÂM* = r 5 — 2ax — 2?y + «• + ?’ 

augmente lorsqu’on passe , par exemple , de l’abscisse qui ré- 
pond au minimum aux abscisses plus grandes ou plus petites 
qui sont à côté. Quand on prend , au contraire , la droite OA 
pour axe des x, le minimum répond à x = r, mais c’est un 

minimum de AM* ou «* — iux -f r' sous le point de vue 
géométrique , en comparant à l’abscisse r des absc isses toutes 
plus petites que r, et non sous le point de vue analytique où 
l’on aurait à comparer à l’abscisse r des abscisses à volonté 
plus grandes ou plus petites. 
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, V. . 

Sur quelques intégrales définies. 

1 . Legendre a donné le (loin d’intégrales eulériennes de 
première et de seconde espèce aux deux intégrales suivantes : 

x*~' (1 — x)*-'dx, f e-*x*-'(Lc: 

O J 0 

qui se présentent souvent dans les applications et dont Èuler 
s’est beaucoup occupé : p,q,n, sont des exposants positifs 
quelconques. On désigne ordinairement par r(n) la seconde 
de ces intégrales, en sorte que 

/ CD 

en posant e~*=zz, ou x = y'~, on a encore 

/ CD / A \ «— t /'CD 

nog. -J dz = 1J dy. 

En intégrant par parties, on trouve 

/ , (>-» x" if* 

e~* x"" 4 dx = — f- j e~* x* dx : 

donc, entre les limites jr = 0, x = cb , il vient 

.•00 J ,'CC 

I e~* .r* -1 dx — / c~' x” dx , 

J O. »./ 0 • ' 



TJ 
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c’est-à-dire 



r(n) — + * j ou r(n + J) = nr(n). 



Cette formule permet de calculer la valeur de r (n) , quel 
que soit l’indice n, lorsque cette valeur est connue pour 
n < i . Elle donne successivement 

r$ = r(i), r(3)^2r(2) = 2.t.r(i), 

r(4)=s 3r(3) =3.2*1. r(i) 

r(n) = (n — 1) .... 2 . i . r(i); 



or 



Donc 



rw -/! 



e~*dx — 1. 



r(n)=i.2.3„..,(n — l). 



n étant an nombre entier quelconque. 
On trouve de même 



'O-:-©. '©-ï'©-ï-t'©‘ 



'(t)^ 



2b— 1 2n— 3 3 1 /1\ 

2 * 2 ••••*2‘2 ,r V2/' 



Mais 



Donc en général 

/2» + 1\ 2/1 — 1 2n — 3 3 1 r~ " 

2 j 2 ‘ 2 ••*5’2 ,V ^\ 

2, L'intégrale eulériènpe de première espèce s'exprime 
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toujours en fonctions r à l’aide de ta formule suivante : 

-x^-icUc-EMFS^ 

•I o fijt 

* 

Cette formule est due à Euler. Voici comment M. Poisson la 
démontre par la considération des intégrales doubles, 11 mul- 
tiplie membre à membre les deux équations 



r (P) = 2 jf° 

/»oo 

m = i J 0 



trry'r-'dy. 






et observe que le produit des deux seconds membres est égal 
4 quatre fois l’intégrale double de ^ 

w • 

— <■ {’-(»’*-**) y*P— 1 aiH-1 Ayrtr f 

les limites de l’intégrale étant 0 et » pour les deux variables. 
Ou a ainsi 



r(pjr(<7) 



= 4 / °° f” 0 e - '»*+*♦> y*>-i x’r-'dyikc. 
J 0 J O 



Mais si l’on regarde x et y comme des coordonnées rectan- 
gulaires, et qu’on y joigne une troisième coordonnée z per- 
pendiculaire aux deux autres, l’intégrale double dont nous 
venons de parler représentera le volume coftpris dans l’angle 
des coordonnées positives, entre les plans des xy, des xz, 
des yz, et la surface dont l’équation èst 

Z — e-(V*+* ! ) ylp- ‘x^-1. 

L’expression da ce volume changera de forme si l’on rem- 
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place les coordonnées rectangulaires x et y par des coordon- 
nées polaires r et w, en faisant 

/ 

x = rcos.u , y = r sin.<*>. 

L'élément de volume sera x . rdrdta , et il faudra intégrer entre 
les limites • • 




On aura ainsi 



c’est-à-dire 



r(P)rfo) 



J 0 J 0 



rdrdth , 



r(p)r( fl ) 



= 4 f J e- r ’.r , ''^‘»'- 1 8tn.* ,, - , w.cos. , »- | u.drdu), 

J 0 J 0 



en remplaçant x et ensuite y et a; par leurs valeurs. L’inté- 
grale double placée dans le second membre est le produit 
de deux intégrales simple?, dont l’une, savoir : 



J e~ T \ r’XH-o-i dr- 



es! égale à - r q ) , et dont l’autre, savoir : 



se réduit à 



T2 

I sin.*’’- 1 cos.* , “ l Md™ f 
J « 

î ri 

^ j — Tf- l (Lr 9 
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0 



lorsqu’on pose stn.w = yi. Il suit de là que 

r (p) r(<j) = r(p + <j) J" 1 af 1 (1 — xf+ dx; 



par suite on a 




x*~' (t — x ) ,_l dx = 



m r (q) 

rlp + q)’ 



ce qui démontre la formule d'Euler. On voit par cette for- 
mule que l’intégrale eulérienne de première espèce est une 
fonction symétrique des deux paramètres p et q dont elle dé- 
pend. 

3. En généralisant la formule d’Euler, M. Lejeune Dirichlet 
• a obtenu des résultats intéressants. Il a considéré l’intégrale 



(1) V = 

dans laquelle les variables x,y s doivent prendre toutes 
les valeurs positives qui satisfont à l’inégalité 



J J "J X ‘~ i V t ~'—*~'dxdy....dz, 



( 2 ) 





a,b,,..c, a, p, ... sont des constantes positives. 

La méthode de M. Dirichlet l’a conduit à une valeur remar- 
quable de V, savoir * • 



(3) 




«■P- T* 

pq...r 




r 








que l'on peut, dit-il, obtenu par ditTérents moyens, et qui 
renferme un grand nombre de résultats relatifs aux volumes . 
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centres de gravité, moments d’inertie, etc. Cette fonnule peut 
se démontrer de la manière suivante. 

4. D’abord en remplaçant 



(a) ^ar (f)" par »•-» (f) par 

et dx, dy, ... , dx par 

• « t— » , B J — i, r Y J 

- & dx, dy,...., - & dz , 



on a 



V <T 

v-î£*£. Uf ‘ 

M...r 

U étant une intégrale 

^ J J ... J xP~'.yi~'... ,dxdy...dz, . 



de môme forme que V, mais dans laquelle x, y, ... , t doivent 
prendre toutes les valeurs positives qui satisfont à l’inégalité 



En posant 
il viendra 



x -+ y + + z < 1. 



a . t> . c 

— k, = t, .... - = m, 

P 1 - r 



y J*" j ■ î / 1-1 ...z m ~'.dxdy ,..dz , 

et il s’agira de prouver que 

iWr(l) -' r(m) • 



tà. 






(i-f ft + i + ..."+ >/jJ’ 
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5. Quand le nombre des variables x, y, etc., se réduit à 
l’unité, on a 

U = f l x*~ l dx~\~ : 

J „ k r(l 4- k) 

• 

la formule (5) est donc exacte alors. 

Elle l’est également, d'après un théorème connu, lorsque 
le nombre des variables x,y, etc., se réduit h 2 : il vient 
dans ce cas 

• i 

. • 

U = f x^dxf 1 x y'-'dy — * J' 1 — x)‘. (Le. 

Or, par la formule d’Eulcr, on a 

f l x'-Hl-xY ifc-SM • 

J o ■* mtlx ~ m + k+ 1)‘ 

et il en résulte 

_ i r(fcyr(i + 1 ) _ r(k)r(0_ 

T r(i + fc + 0 r(t + \+ 1)' 

• 

ce qui s’accorde avec la formule (3). 

(5. Supposons maintenant que U soit une intégrale triple : 
on pourra l’écrire ainsi : 

U = f 1 x*- 1 dx f‘ Vl y^' dy f 2 ' z dz, 

0 «/ O %/ 0 

s 

y, et a, représentant respectivement les différences t — x, 
i — Xi~-y, en sorte que l’on a 

‘1— x = y t , ÿ, — y = z t . 

Désignons par u et t de nouvelles variables, et posons 
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: = vz it y — uy l ; 

les limites communes de « et v seront 0 et 1 : l’intégrale U 
prendra ainsi la forme 

, • U = x^'dxf^ u l ~'y^du 

J O J O J O 

puis, à cause de 



yj-i — x, z, = y, — uy,=(l—x)(l — u), 

elle deviendra 



U= P — x) ,+m (lx. f 1 « l_1 (1 — ü) m du. v m ~‘dv. 

J % J O J O 



Les intégrations relatives aux diverses variables peuvent 
‘maintenant s’effectuer indépendamment l’une de l’autre, et 
comme on a 





x 4-1 (1. — x) ,+ * dx 



r(fc)r(l +l + m, 
r(i + k + t + m)' 



u‘~' (1 — u) m du = 



r(<) r (l + «y ri 
r(i + l + m) * J „ 



is-'do— 



r (m) 

r(i -fm)’ 



la valeur de U sera finalement 



__ r(fc)rfl)r(t«) 
r(l + k + / + mi ’ 



conformément à la formule (5). 

S’il y a quatre variables indépendantes x , y, z , t, dans l’in- 
tégrale U , la valeur de cette intégrale s'obtiendra encore par 
le môme procédé. On supposera les intégrations effectuées 
successivement sur t, s, t/ «t#» et l’on posera 
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1— j ; = ÿ„ y,— y = — 2 = I, , 

• 

les limites relatives à t, x, y et x seront respectivement 0 et t„ 
0 et s, , 0 et y,, 0 et 1 : si donc on remplace I, z et y par de 
nouvelles variables liées aux premières par les relations 

t — wi, , z = vz t , y — «y, , 

les limites communes k ces nouvelles variables seront 0 et 1 : 
de" plus on aura 

ÿ,= i—x, «,=(!— ar)(l— «), t, — (1— *)(i— u)(l— v) ; 

par conséquent, les variables x, u, v, w pourront être sé- 
parées; en d’autres termes l’intégrale multiple U se décom- 
posera dans un produit de quatre intégrales qui toutes s’ex- 
primeront par les fonctions r à l’aide de la formule d’Euler. 

i 

Cette méthode est générale , et quel que soit le nombre des 
variables x, y, etc., elle conduit à la formule (5) qui se 
trouve ainsi démontrée. 
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VI. 

Sur l'évaluation approchée du produit 1.3.3 x, 

lorsque x est très-grand. 

\ . La méthode dont je me servirai pour démontrer la for- 
mule de Stirling qui sert à cette évaluation, ressemble beau- 
coup à celle employée par M. Lacroix dans son Traité élé- 
mentaire du calcul différentiel et du calcul intégral (page f>78 
de la cinquième édition). Cette méthode consiste à chercher 
le logarithme du produit 1.2.3 x, et elle repose sur la for- 

mule connue de Wallis 

T. 2 2 4 a 2x 2.r 
2~1‘3'3'5 2» — i*23TÎ** ,M 



en vertu de laquelle la quantité 

2 log. 2 + 2 10g. U + . + 2 log. (2x — 2) + log. (2x) 

— 2 log. 1 — 2 log. 3 — — 2 log. (2j— 3) — log. (2a; — 1) 

se réduit à log.it — log. 2 lorsque x = oo. Mais je la com- 
pléterai en donnant une limite supérieure de l’erreur com- 
• mise dans l’évaluation approchée de log. (1.2.3 x). 



. 2. Pour toute valeur positive de s, on a 
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d’où résulte , en intégrant par rapport à z et désignant pur 
log.z un logarithme népérien, 

(!) !«**= P*— 

JO * 

Faisant successivement, dans cette formule, 2 =M, * = 2, 
z=x, puis ajoutant les résultats ainsi obtenus, il nous 
viendra 



(2) 10g. (1.2.3 




Ainsi la question est ramenée à trouver la valeur de l’inté- 
grale définie placée dans le second membre de l’équation (2). 
Représentons cette intégrale par u, et traitons x comme une 
variable continue. En différentiant nous obtiendrons 



du rfa ( ae-**\ 

di~ J 0 « V ‘ 1 



3- La fonction 




qui soi de coefficient à « _<u et que 



nous désignerons par f( a) , peut se développer en une série 
ordonnée suivant les puissances de a. En différenciant plu- 
sieurs fois de suite l’équation 

' • ■ • • . . • 

(e« — l )/{«;=«, 



on a 



(c a — l)n«) + + e«A«) = ». 

(e«- !/"(«) + 3e»n») + + C'A») =■ O, 



de sorte qu’en posant a — 0, on trouye sans ditliculté 
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ao).=i, no)=-|, n»)=|.. 



Les deux premiers termes du développement de f{a) sont 

a 

donc 1 — - ; et les autres ne peuvent contenir que des puis- 
sances paires de a , car la différence 

AW-i + 2 

est égalé à la moitié de 



e * — .e 



2, 



et par conséquent est une fonction paire de a. 
Les valeurs générales de f"(a) et de f"'( a) sont 



rw= 



rw= 



e* 



ï( ( «-2)e“ + « + 2). 



{**-») 



T ((« — + 



En se rappelant que la variable * est > 0, on peut prouver 
que la première de ces deux dérivées est essentiellement 
positive et la seconde essentiellement négative. 

Il suffit pour cela de prouver que les valeurs des deux fac- 
teurs 

(a — 2)^ + » + 2 
et 

(«— 3)e‘“ + éæ* + * + 3 
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sont positives; ce qui deviendra évident si l’on développe 
en séries les exponentielles qu’ils contiennent , au moyen de 
la formule • - , 



• X I* 

+ r + ï.i +etc - 



En effet, on trouvera ainsi le premier de ces facteurs 
égal à 



2:3 + 2.3.4 + + 2.3 (m— 1)[m— l)m + 



et le second égal à 



a 5 a* 

3Ô + 3Ô + 



4n + 2"- , (n — 6) 
1.2.3 n 



«" + , 



dont tous les termes sont positifs. 

On voit d’après cela que /”'(«) est une fonction décrois- 
sante de a dont la plus grande valeur est égale à f"( 0) , 

c’est-à-dire à 

6 

4. Après cette digression, revenons au développement 
de f(»). D’après une formule connue, nous pourrons écrire 



a 

e* — ï 




+ R» 



R représentant, suivant que l’on voudra pousser le dévelop-’ 
peinent plus ou moins loin, ou la quantité 

l /M. 

ou la quantité 

*V"(0) a *.+yta+«(8 a ) 

2 + '*" + 1.2. 2n + 1.2... (2a + 2) ; 



/ 
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c’est ce que l’on comprendra en se rappelant que H est une 
fonction paire de a : à peine est-il nécessaire d’avertir que 6 
représente d’une manière générale un certain nombre com- 
pris entre 0 et 1. Cette valeur de {[*■) substituée dans celle 

de ~ fournit 
ax 



du 

(U: ~ 






c’est-à-dire , en vertu de la formule (1) 

"“R e~«*dz 






Par conséquent 



Cette valeur de « est en môme temps celle de log.(l.i.3...tf). 
Nous prouverons plus tard que la constante C est égale à 

log.(y'-2-}. 

5. On trouve aisément les limites de l’erreur que l’on 
commettrait en négligeant dans le second membre le terme 



A cause de 



ce terme devient 



/; 



30 itr^rf* 
0 
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Il est donc essentiellement positif comme la fonction /"(M. 
De plus , il est moindre que 

â/;— ° u à* 

puisque l’on a 

Cette discussion nous montre qu’en désignant par p un 
certain nombre compris entre 0 et 1 , on peut poser 

log. {1.2.3.. .x) = C + (x + ^ log. x — x + 



6. Si l’on prend 

«'HO) a*»+Y h,+1 (8*) 

R— 1.2 + + 1.2...2» + T2...(2k + 2J’ 

le terme 



f, 



00 Re-^da 

0 â* 



se présentera sous une autre forme; il deviendra 



HO) H(0) /’eo 

2x + + 2n(2n — ljx*»- 1 o 1.2...(2n + 2J ’ 

et si l’on veut avoir une limite supérieure de la valeur abso- 
lue de l’intégrale dont il dépend, et qui exprime le reste de 
la série, il suffira de remplacer /' , ” +, (0a) P ar I e maximum 
absolu M de ce qui permettra d’effectuer l’intégra- 

tion. On trouve ainsi que le reste est numériquement infé- 
rieur à 

M 

(2n + l)(2n + 2)x*»+t’ 

HOTES. il" 
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quantité d'autant plus petite, pour une valeur donnée de », 
que x est plus grand. 

Au surplus la considération attentive des signes fournit 
une expression du reste encore plus précise et plus com- 
mode. 

En effet, à l’aide d’une discussion convenable, et par 
divers moyens, on s’est assuré que la valeur générale du 
reste 




e- a - t a*"/ 1 "+ , (0a)da 

1.2...(2n + 2) 



change de signe quand on augmente n d’une unité, c’est-à- 
dire quand on prend dans la série un tenue de plus, savoir 

p-+*(o) 

(2 n + l)(2n + 2)x ïn+l ’ 



d’où l’on conclut aisément : 

1° Que le reste est du signe de ce terme; 2” qu’il est 
numériquement moindre, puisque, pour en avoir la valeur 
exacte, il faudrait y ajouter une quantité de signe opposé. 

Nous n’entrerons pas dans le détail de la démonstration 
du théorème qui vient d’être énoncé , n étant un nombre 
quelconque. La considération des premières dérivées de 
f(a) suffit aux principales applications, et pour elles le calcul 
indiqué plus haut est fort simple. 

7. Pour déterminer la constante C , mettons l’équatiort 

log. (1.2.3... z) = C + ^)log.x — X + — 
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sous la (orme 



tog.l-Hog.2+log.3+...+log.;r =C+(x+i) log.x— x+ etc. 

le signe etc. désignant un terme qui s’annule quand ®=« . 
Nous en tirerons facilement 

log.t+log.2+log,3+... +log.2a;=C + log.2+— 2x+etc. 

A cause de 

log.2+ Iog.ù+... + log.2*=a;log.2+ log.l+ log.2+...+log.*, 
nous aurons aussi 

log. 2+ log. 4 + log. 6 + . . , q log. 2x = C + (x + log.x +x log. 2 

— x + etc. 

Hetranchant cette équation de celle qui donne la somme des 
logarithmes des nombres naturels depuis I jusqu'à Zx, on 
obtient 

log.l+log.3+log.5+...+log.(2x— l) = a-log.Æ + ^jlog.2 

’ ■ —x + etc. 

Retranchant à son tour le double de cette nouvelle équation 
du double de la précédente , il vient enfui 

2 log.2+ 21og.4+ 2 log.6+— + 2 log.(2j— 2) + log.2x 
— 2 log.i — 2 log. 3 — 2 log. 5 — ... — 21og.(2.r — 3) — 2 log. (2a - — 1) 
= 2C— 2 log. 2 + etc. 

de sorte qu’à l’aide de la formule de Wallis citée plus haut, 

on trouve , en faisant x infini , 

• ■» 

. log. r. — log. 2 = 2 C ~ 2 log. 2 , 



NOTÜS. 



Î3 
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et par suite 

C = \ (log. * + log. 2) =r log. .. 

• s' 

8. En terminant, je renverrai le lecteur à un mémoire 
M. Binet, qui fait partie du XXVII* cahier du Journal 
l’École polytechnique , et à un article que j’ai inséré 
tome XVII du Journal de Mathématiques, page 448 : 
article complète en un point important le mémoire de M. Bi- 
net, et le lecteur y trouvera d’ailleurs l’indication des divers 
travaux publiés dans ces derniers temps par les géomètres sur 
la question qui a fait l’objet de cette note, et sur la ques- 
tion analogue pour r(j-) en ne supposant plus x entier. Bor- 
nons-nous ici à mentionner les noms de MM. Raabe, Cauchy 
et Malmsten. 
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vu. 



Sur une application singulière de la théorie des intégrait» 
doubles d la démonstration d’un théorème d’algèbre. 

1 . En désignant par x et y deux variables indépendantes 
qu’on paît regarder comme les coordonnées rectangulaires 
d’un point pris dans un plan fixe horizontal , et par Z une 
fonction réelle et déterminée de x et y , qui ne devient pas in- 
finie entré les limites a et b de x, a et J3 de g, on voit que les 
deux intégrales doubles 

/!>/£“»’ J 

sont nécessairement égales entre elles, puisqu’elles représen- 
tent toutes deux un môme volume, savoir, le volume com- 
pris entre le plan fixe horizontal, quatre plans perpendicu- 
laires à celui-là, qui répondent aux limites a, b, a, p, enfiu une 
surface dont l’ordonnée verticale est, pour chaque système de 
valeurs des deux quantités x et y, représentée par Z. Or on 
peut de là conclure, avec M. Gauss, que le premier membre 
de toute équation algébi ique à coefficients réels 

£ • + A: m ~' 4- Bc"-* + ..... ’+ U + M eu 0 

est divisible soit par un facteur réel du premier degré .s^rp, 
, soit par un facteur réel du second degré ** — -2pi cos. u» -f- p% 
en sorte que cette équation a toujours au moins une racine 
réelle ou imaginaire, savoir ± p ou f(cos.«o-fV ~~ Isin.w).' 
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En d'autres termes , on peut prouver qu’il existe toujours 
des valeurs réelles des deux quantités p et w satisfaisant à la 
fois aux deux équations 



p»‘cos.wiw+ Ap^-’eos-fwt — l)w •+• -f Lpeos.w + M=:0 , 

p m sin.wit'> + A p" -1 sin.fm— l)o> 4- ..’••• + I.psin.m -- 0 ; 

d’où l’on conclut de suite l’existence d’un facteur réel du 
premier ou du second degré pour Le polynôme proposé 
As"’ 1 1 + etc. O- 

2. Désignons en effet par f et u les premiers membres de 
ces équations, puis posons 



du 


dl 


, dl 


dm 


= p d^ 


u ~ ifo 


du’ ^ 


de 


„ 


dut 


= f V 


u"=—, 

• . uto 



du ' 
? dp * 

du' 

" dp * 



Soit H une quantité positive quelconque, mais plus grande 
que la plus grande des quantités 



. tuK'fî , ^mB'y'2, \ mC\2, y uiM'yiï 

où A', B’, désignent les valeurs absolues des coeffi- 
cients A, B, Cela étant, je dis que si l’on pose p=R, 

la somme tt -f- uu' aura une valeur positive. Pour le montrer, 
observons d’abord que les quatre quantités suivantes 

K*cos. ^ + AlV^'cc*. Q + ") + •••• + Mcos. Q 4- nto>^ 

7 : 

4 

(') Cette démonstration a été présentée par H. Gangs sons une forme 
•nUémnent Indépendante <J e l'emploi des imaginaires. 



4- mu ) 



Ifsiu. 



' H- AK 



" _, sin. Q 4- 



■+■ •••• ■+• 



M sin. ( 



/ 
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mR"coâ. ^ +(»»— lJAR m -‘co9. 0 +<») +... -t-LRcos. Q +(m— 1 >oJ 
mR^sin. * +(m— l)AR*->sin. (j +... +LRsin. Q 

que je nommerai respectivement T, ü, T', U', sont toutes 
> 0 : on le prouve, par exemple, pour la première, en dé- ' 
composant T sous cette forme 



^[R+mA v 2cos.g +w )j 

-^JV + rnB^COS. g +2*) J 

■^[ R, + wGv ^ COS -(i+ 3<u )| 




et en se rappelant ce que l’on a dit ci-dessus de la grandeur 
de R. Une démonstration semblable s’applique aux trois autres 
sommes U, T', U'. 

Or, pour p = R, on a 




‘ t = T cos. Q + 4 . U gin, ^ + mwj 

u — T sln. ^ — U cos. Q + mtoj 

t’ ^ T' cos. ^ -f- tnui'j 4 * U' sin. 

«'=• T' sin. ^ + mto^ — U' cos. Q + rw»^ , 




et de là résulte t( -f- u» = TT' -(- UU' : donc tt -f- «u' est 
> 0. On peut observer en passant que nos équations don- 
nent en outre f* -f u 1 = T’ -f- U*. 

’ - ‘ . . •..•••- 




-i 



' -V _ 
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3. Maintenant on peut démontrer le théorème qui fait l’objet 
de cette note, savoir qu'entre 1rs limites p=0, p=R, u>=0, 
« = 2-, il existe certaines valeurs rie w et dé p pour lesquelles 
on a à la foi» t = 0, u = 0. Car si l’on n'admet pas ce théo- 
rème, il faudra en conclure que la fraction 

(f* + I/*) (tt" + ««") + ( tu ' — I/O* — (tt‘ + WH’)* 

P (I* + «•)» 



ne deviendra pas infinie entre les limites citées, et que, par 
suite , on aura 



n* «*. =/•*-*. Mp . 

J O t/« c/o t/Q 





fil' — Ut 
p (t* + K*) 




comme on le vérifie aisément par la différentiation : de plus, 
t, u,t‘, u', reprennent les mêmes valeurs aux deux limites 0 
et 2it : par suite, on a 





en sorte que la première de nos deux intégrales doubles se 
réduit à zéro. Mais la seconde est au contraire essentielle- 
ment > o. En effet, si l’on intègre d’abord par rapport à p. 



il vient 




» * " 


t\. tv -h UH- 

j™*- f* + «* * 


Hou 




« 


(% TT' + Cil' 

f o r*“ + ü ! « 


’ < • ‘ 




- f • * 


. ' • . 


. * 


% • , 



v 
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et partant 



c'est-à-dire 

/ 2 " dia f* Zd<» = une quantité positive , 
O J O 

puisque l’élément 

(TT 4 - Ut)')*™ 

T* + U» 



est essentiellement positif. Donc l’équation 

'./>/!” ““=/T 

est impossible; donc aussi la fraction Z devient infinie une ou 
plusieurs fois , et par suite t et u s’annulent ensemble pour 
des valeurs réelles de p et <u, C. Q. F. D. 
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fonction f { , qui se présente d’abord dans ces calculs, peut 
quelquefois être utile à un autre point de vue. 

2. En effet , si f renferme une constante indéterminée a , 
qui disparaisse dans /", , ou plus généralement qui disparaisse 
dans le produit <?(/')/’, , f \f) désignant une fonction donnée 
quelconque de f, je dis que la formule 

M^idy-fdx) 



remplira la condition connue d'intégralité relativement aux 
deux variables x et y , prises comme indépendantes; en sorte 
que l’intégrale sous forme finie de l’équation (A) sera 



j ?(/■) ~ (dy — filx) = constant/:. 

La démonstration est très-simple. Puisque <?!/)/', ne con- 
tient plus a, on a 



à.m, _ 



du 



= 0 . 



Mettant donc pour f t sa valeur 



r '-dx + iï,'’ 



il vient 



Or on s’assure sans peine que 

â(<«©-éOâî). 
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et l’on conclut de là finalement que 




c’est précisément l’équation de condition nécessaire et suffi- 
sante pour que 

f(f)% (dy — fcLr) 

A ' t 

soit une différentielle exacte comme nous l’avions avancé. 



( 



X 
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Sur l’équation différentielle du second ordre 



d'y 
dx * 



= F(a-,y). 



i. L’équation différentielle du second ordre 

(i) g = *(*.»). 



qui n’est que particulière, puisque l’équation générale serait 




jouit d’une propriété remarquable, que M. Jacobi a signalée, 
et qui se rattache intimement au théorème établi dans la note 
précédente. On peut, en effet, écrire de suite l’intégrale se- 
conde ou complète (avec deux constantes arbitraires) de l'é- 
quation (1), dès qu’on a réussi à en découvrir une intégrale 
première seulement. 

Pour le prouver, soit 

. ( 2 ) . 

cette intégrale première, a étant la constante arbitraire in- 
troduite par l’intégration. En différenciant, on en déduit 




' — 3t>4 — 

et par suite, en vertu des équations (I) et (2), 



df 

dx 



+ f'= 



Cette dernière équation doit être identique; autrement y 
s’exprimerait au moyen d’une seule constante arbitraire , et 
ne répondrait plus, comme nous le supposons, à toute l’é- 
tendue de l’équation du second ordre (1). Or F(x, y) ne con- 
tient pas la constante a ; il faut donc que cette constante dis- 
paraisse d’elle-même de l’expression 



' 1 dx dy' 



D’après le théorème démontré dans la note VUJ, la for- 
mule 



£«ty-fdx) 



se trouve dès lois être une différentielle exacte. De là pour 
l’équation (2), et par conséquent pour l’équation (1), l’inté- 
grale complète que voici : 



f 



^ (dy — fdx) = constante. 



2. L'équation (1) aurait pu être mise sous une forme un 
peu plus générale, sans que la méthode employée pour 
achever l'intégration cessât d’être applicable. Observons en 
outre que si on la remplace par les deux suivantes : 




d É 

dx 



F(x, y), 
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qui donnent 



dy : rfy’ :dx ::ÿ : F(x, y) : i , , ' 

on en déduira un exemple de l’application d’un principe très- 
étendu que Jacobi a nommé le principe du dernier multi- 
plicateur et dont ce grand géomètre a* montré l’utilité dans 
les questions de mécanique. Voyez sur ce principe un article 
inséré au tome X du Journal de Mathématique s, page 337. 

• < 

«- i 




; 
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Sur l’intégration d’une classe d’équations différentielles 
linéaires. 

1. Soit 

(i) f(x,y,y',—,y l ") = o 

uue équation différentielle de l'ôrdre n; y, y', y 1 "* étant 

les dérivées successives de y. L’intégrale complète de cette 
équation (intégrale que je suppose connue) contiendra n 

constantes arbitraires a, b, c, et sera de la forme 

y = F(x, a, b, c) ou plutôt v(x, y, a, b, c)=0. 

Maintenant, différentions par rapport à a les deux membres 

de l’équation (1), et représentons par u la dérivée Il 
nous viendra 



( 2 ) 



df_ „ , df du 
dy’ " r dy’’ dx 



+ 



+ 



df d"u 
dyw ' rfx" 



On aurait eu la même équation si, au lieu de poser ^ = u, 
dy dy 

on avait posé — - = u ou — = u. Donc les dérivées de y 
db de 3 



prises par rapport aux n constantes a, b, c représentent 

autant d’intégrales particulières de l'équation linéaire (2); 
de sorte qu'en général l’intégrale complète de cette équa- 
tion (2) est 






dy 

db 



+ c 



dy 

de' 



A, B, G étant des constantes arbitraires. 
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i. Ce théorème, aussi simple que remarquable, est dû à 
Lagrange, qui eu fait la base d’une méthode d approxima- 
tion dans un mémoire couronné par l'Académie des scien- 
ces (•). Plus tard Jacobi l’a rencontré il son tour, sans con- 
naître le travail de Lagrange , et s’en est servi dans de belles 
recherches sur le calcul des variations. 11 s’étend de lui-même 
à un système quelconque d’équations ditïérenticiles simul- 
tanées. Pour l’appliquer à un exemple, considérons le cas 
; particulier où l’équation (1) est de la forme 

ÿ-f(y) = o; ' * 

i 

cette équation peut alors s’intégrer, car, en la multipliant 
par ly , elle nous donne 

d (dr) S — 2 ÜyWV=0, 

d’oii l’on tire 

et par suite ‘ / 

, r dy 

V) x- > + J y/ a + îf<t(iftdy' 



Lu vertu de cette dernière équation , y est une fonction de 
x, a, b. Or il suit du théorème de M. Jacobi que l’équa- 
d’u 

lion linéaire -~-;=o'(y)a/oii ?'(y) désigne la dérivée de y, 
dx 

(J y dy 

aura une intégrale complète de la forme u = A — 4- B ^ , 
quelle que soit la fonction <?. 




(■) Recherches sur U i théorie des perturbations que les comètes peuvent 
i prouver par {'action des planètes, tome X, patte 65, du Recueil des 
savante étrangers. 
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3. Nous avons dit que Lagrange a déduit de son théo- 
rème une méthode d’approximation. Cela est aisé à com- 
prendre. Supposons en effet qu’ayant intégré complètement 
l’équation 

(i) f(x,y,y', — ,y <n) ) = o, 

on veuille passer de là à l’intégrale approchée de l’équa- 
tion 

fi*,y, y',—, y (n) )-Q , 



où Q désigne une fonction de x dont la valeur rat suppo- 
sée très- petite. Il suffira d’augmenter la valeur de y four- 
nie par l'équation (!) d’un très- petit terme u, vérifiant 
l’équation 



«L u + *t*i + 

dy r dy' dx ^ 





qui est linéaire et ne diffère de l’équation (2) ci-dessus qu’en 
ce qu’elle a un second membre Q, fonction connue de x; en 
sorte qu’on en trouvera toujours aisément l’intégrale, puisque 
l’équation (2) s’intégre. On fera d’ailleurs, si l’on veut, une se- 
conde, une troisième approximation, d une manière analogue. 

Cette méthode s’applique à un système quelconque d’équa- 
tions simultanées. Elle peut servir, par exemple, à déterminer 
le mouvement troublé d’une planète ou d’une comète, en pre- 
nant pour point de départ le mouvement elliptique de cet 
astre, soit autour du soleil, soit, en général, autour du centre 
d’action qui prédomine. 



FIN. 



'Paies.-» Imprimr jar E. Thi'Nmt «*l C*. ru** Ricin** t ifc . 4c l’Oilrîin. 
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